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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 5 I

Exercice 1 — Partiel

2 -1
1. Apres calculs, | P est inversible d’inverse pl= ( )

2 —1\(-1 2\(1 1 1 0
— p-1 — —
2. D=P AP = -1 1)(—4 5)(1 2)‘ (0 3)'

D est bien diagonale, cela est rassurant.

3. On procede par récurrence. Pour tout n € N, on pose P, : « A" = PD"P 71y,
Initialisation: PD°P~! =PI, P~ =pp~l =1, = A°.
Donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P,, est vraie. Alors

A" = AA" = APD" P71,
Comme D = P_lAP, onaA=PDP!. Donc
A"l =ppp-lpp"p~l=ppI,D"P ' =PDD"P ' = pD"* P
Ainsi P, est vraie.

Conclusion :| Pour tout n € N, A” = PD"P~1,

4.
1 0
n_
VvneN, D —(0 3”)'
On en déduit grace a la question précédente que pour tout n € N,
AT = 2-3" 3"-1
2-2x3" 2x3"-1)°
Partie II

5. PourtoutneN,ona

[ —unt+2vn ) _ (Un+1) _
] v ol B

Donc|pourtout n €N, X,11 = AXj,. ‘

6. On en déduit par récurrence que pour tout n € N, X,, = A" Xj.
7. En utilisant la partie I, on obtient que
X = 2-3" 3"-1 \(up
"Tl2-2x3" 2x3"-1)\vo

B 2-3"ug+B" -1y

2-2x3Mug+2x3"-1Dwy)"
_ 3”(U0—M0)+2U0—U0

2 x 3" (vg — ug) +2ug — vy}

On a donc les termes générauxde u et v :

vnenN, u,=3""1-2 v,=2x3"1_2

8. Par propriétés des suites géométriques, lirP Uup =+oo et lirP vy = +o00.
n—+o0o n—+oo
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Partie II1

9. [x1=2x—-yety;=—x+y.

Comme x et y sont dérivables sur R, | x; et y; sont dérivables sur R.

10. On peut alors calculer les dérivées de x; et y; :
xp=2x'-y,  yi=-x'+y.
C’est a dire que pour tout 7 € R, X{ (1) =P~ 'X'(1). De plus, par définition du systeme linéaire
vérifié par x et y, on a pour tout ¢ € R, X'(r) = AX(#). D’ol pour tout € R,
X|(t) =P AX (D)

=P lpDP X (1)

=DP71X(p

=DX; (1)

On a donc pour tout ¢ € R, X () = DX;(1).

11. Cela signifie que pour tout t € R,| x| () = x1(¢),  y;(1) =3y1(0).

12. Ainsi, il existe des réels A et u tels que pour tout £ € R,

xi(=2re',  y(0)=pe.

Comme pour tout t € R, on a X;(f) = P_IX(t), on a aussi X(t) = PX;(1).
Donc pour tout £ € R, x(£) = Ae’ +uedl et y1 (1) = Lel +2ue’’.
ATl’aide des conditions initiales x(0) = 1 et y(0) = 1, on en déduit que

A+p = 2
A+2u = 3

Cela implique que A =1 et u = 1. Finalement, pour tout ¢ € R,

x(f) =e’ +e, yi(t) = e’ +4€’.

Exercice 2 — Partie I: Quelques résultats généraux

1. Montrons par récurrence double le résultat. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété : «
Uy = N,
Initialisation u; =12>1,u, =2 > 2 donc la propriété est vraie pour n =1 et pour n = 2.
Hérédité Soit n € N* et on suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1, montrons la au

rang n+2.
Par définition de (u#,) ,en, Un+2 = Un+1 + Uy donc d’apres 'hypothese de récurrence :

Up2o 2 hn+1+n=2n+1

Orn>21=2n>n+1=2n+12>n+2donconabien: u,i» > n+2, ce qui assure
que la propriété est vraie au rang n + 2.

Conclusion VneN*, u,>n.

Comme lim 7n=+oo,le théoreme de comparaison assure que| lim u, = +oo]|.
n—+ n—+00

7 n
2. Montrons par récurrence double le résultat. Pour n € N, on note P(n) : « 0 < u;, < (é_l) ».

2
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710
Initialisation D’une part,ona: up=1donc 0 < yy < (4_1) . D’autre part,on a: u; = 1 donc

7 (7\!
0 < u < Z_L = :1 .
La propriété est donc vraie pour n =0 et pour n = 1.

Hérédité : Soit n € N et on suppose la propriété vraie aux rangs n et n+ 1, montrons la au
rang n+2.
Par définition de (1) ,en, Un+2 = Un+1 + Uy donc d’aprés 'hypothese de récurrence, on

0<u <= +|= .
" (4) (4)
Or
&+ =) (3= 6 =) -
—| +{=| =|-] [1+=|=[-] x—==[=] x—
4 4 4 4 4 4 4 16
Donc
)G <l sl ) -6
4 4 4 16 4 4 4
Ainsi

< =] x—=[=| x|=|] == .
4 16 4 4 4
n+2
On a donc bien : 0 < uy42 < (—) , ce qui assure que la propriété est vraie au rang
n+2.

7 n
Conclusion VneN,0< u, < (Z)

n
3. Montrons le résultat par récurrence simple. Posons pour Vr € N*, P(n) : « Z Upj—1 = Uap—1

k=1
».

1
Initialisation Z Upk—1 = U1 =1 =uy — 1 donc la propriété est vraie pour n = 1.
k=1
Hérédité Soit n € N™ et on suppose la propriété vraie au rang n, montrons la au rang n + 1.

n+1 n
Z Upf-1= Z Upf—1t U2(n+1)-1
k=1 k=1

= Uy, — 1+ uyy+1 d’apres ’hypothese de récurrence

=Uyp+2—1 d’apresla définition de (uy,) ,en

La propriété est donc vraie au rang n + 1.
n

Conclusion VneN*, Y upr_y = up, — 1.
k=1
n
4. Montrons le résultat par récurrence simple. Pour Yn € N, posons P(n) : « Z Uk = Up+2 — 1 ».
k=0
0
Initialisation Z ur = up =1 =up — 1 donc la propriété est vraie pour n = 0.
k=0
Hérédité Soit n € N et on suppose la propriété vraie au rang n, montrons la au rang n + 1.

n+1 n

Z U = Uk + Uptl
k=0 k=0

= Up+2 — 1 + Uy d’aprés 'hypothese de récurrence

= u,+3 — 1 d’apres la définition de (u,) ,en

3
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La propriété est donc vraie au rang n + 1.

n
Conclusion VneN, ) u=uy2—1.

k=0
5. SoitneN.
Si’l _ ]_ n up _ i up _ i up+2— up+1
Y 1 2 +2
2 2 p=0 2p p=0 2P p=0 2P
par définition de (u,) ,en- DoOnc :

Sn i Up+2 o Upyl _ o Upio Xn: Up+1

- 2 2 = +3 +2

Par changement d’indice dans chacune des sommes, on a donc:

Sn_pNT NN Up (0 Mo My (o Mo
2 - 22p+1 12p+1_ S}’l+2 Sl’l+1
p= p=

. Sn 3 1 . . [Sn
En conclusion, ? =28p+2 — E —Sp+1 + 5 =2S8,+2 — Sp+1 — 1. Ainsi, ? =28Sp4+2—Sp+1— 11|

Partie Il : Lien avec les matrices

(0 1 unp | _
AXH_(l 1)(un+1)_

7. Montrons le résultat par récurrence. On note pour n €N, P(n) : « X, = A" Xy ».

6. SoitmeN.

Un+1 )_( un+1)_X
- — An+l
Un+ Un+l

Initialisation Par convention A° = I, donc AOXO = Xp. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a:

Xn+1 = AX,, d’apresla question précédente
= Ax A"X, parhypothese de récurrence
— An+1X0

Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion VneN, P(n+1) est vraie.

8. (a

2
(pz_(1+\/§) _1+2v5+5 _3+V5_1+V5

2 4 2 2

Ainsi, ¢ est [solution de I'équation x* = x + 1.}

Remarque : on pouvait aussi résoudre 1'équation x>

de résolution des équations du second degré.

—x—1=0avec la méthode usuelle

1
(b) Deux méthodes sont possibles pour trouver une relation entre — et ¢.

Méthode 1 :
12  20-v5)  _20-vH) _ V5-1_ V5+1-2_ .
¢ 1+v5 a+vea-ve) 4 2z 2 7
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(b)

(9]

Méthode 2

On a ¢? = ¢ +1 donc en divisant par ¢ >0 ona:

1
donc|—=¢-1|
P

On en déduit que :

1 1
@Y Y

4

1)\? 1
(——) :(1—(p)2:1—2(p+(p2:1—2(p+(p+1:2—(p:1—(p+1:—$+1
¢

1
Ainsi —— est aussi [racine de I'équation x* = x + 1}.
@

P est une matrice 2 x 2, on calcule donc ad — be qui vaut ¢ — ¢ = —v/5 # 0. Donc P est

inversible d’inverse
r sl (T )

Vil 1] 5l -1
_ 1 (-p 1)(0 1\(1 1
R A [ |

\/5 ¢ -1J\1 1)\l ¢

_ 11 1—5)(1 1

Va\-1 o-1]lp @

_ L (14999 1+¢—¢2)

Vs -1+ =@ -1+9p—0¢

Or ¢ et @ sont solutions de I'équation x*> = x+ 1 donc -1+ ¢*—p =1+p—¢> = 0. De
plus par définition de ¢ on a ¢ = —1. Donc:
_ I (2+¢ 0
1 —_———
P'AP= o o —@)

V5

Enfin:
2+ 2+1505 5.5 5545
V5 V5 2w 10 7

20
On vérifie de méme que \/5(’0 = . Ainsi|P'AP=DJou D = (((l)) %)

Soit n €N, notons P(n) : « A" = PD"P 1 ».
Initialisation Par convention A° = D° = I, donc

PPl =pLpl=ppl=p=A"

Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a:

Al’l+1 — A x Al’l
= AxPD"P~!  parhypothése de récurrence
=PDP'PD"P™! carD=P 'APdonc A=PDP!
= PDLD"P™!
— PDn+1P—1
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Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion Pourtout neN, A" = pD"P7!,

(d) Lamatrice D étant diagonale, on a, pour tout n € N,

| P [ A N

e I )
Vvsle 9J\ gp" 9"
1 (1 1)( (p” 1 (p ) _
=— —_I{ = car =-1
:L v —?"‘1 (plz ? 1)
\/3 (pi’l _(pl’l (pn+ (pl’l+
10. Soit n € N. D’apres la question 7,
X, =A"X,
:L(q) <p " -p" )(uo)
\/5 (,0 (P (pn+1_¢n+1 i
:L (pn 1 (,0 (pn_an
\/5 (,0 QD (pn+l_¢n+1 1
En conservant uniquement la premiére ligne, on a donc
_ L n-1 n-1 i n-1 _—=n-1 —
n= 20" -9 e 9" fS(qo 1+¢)-9""'(1+79)

Or ¢ et p sont solutions de x* = 1+ x donc :

1 n-1 2 n12)

uf(wwq)q)

1
Conclusion:VneN,|u, = — ("1 =" 1|
[ =g (o™ -9")

Partie I11 : Z-décomposition

n|0/1(2|3|4|5,6 |7 |8]9]10
up | 111123581321 |34]5]89

12. (a) D’apres la définition de la Z-décomposition, on ne peut avoir deux termes consécutifs
de la suite ( u, ) (c’est le sens de la contrainte : Vi € [[1,k—1], ¢; + 1 < ¢;j+1). Donc
uy + up + us n'est pas la Z-décomposition de 6. En revanche u; + u4 convient puisque
1<1<4.

(b) 5=uyestla Z-décompositionde 5.

(c) 35=1+434=u; + ug estla Z-décomposition du nombre 35 car 1 <1< 8.

(d) 130 =89+34+5+2 = ujg+ ug + Uy + up est la Z-décomposition du nombre 130 car
1<2<4<8<10.

13. (a) nestfixéetd’apresla question 1, on sait que la suite (u,) ,en diverge vers +oo donc par
définition de la divergence d’une suite vers +oo, il existe un entier naturel / non nul tel
que:[Vi =7, u;j> n+1].

11. On calcule les premieres valeurs de u;, :
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(b) uy=1<ncarneN*,doncleA,.
De plus, d’apres la question précédente: Vi > J, u; > n+1. Doncpourtouti > J,i ¢ A,.
Donc A,, < [1,]—1],donc A, {contient auplus J -1 éléments].

(c) 1€ A, donc 1 < max(A,), autrement dit j > 1.
De plus par définition d'un maximum, j € Ay, donc par définition de A,, u; < n.
Enfin j+1¢ Ay car j+1> j =max(Ay), donc, par définition de Ap, n < uj41.
On a donc bien montré les inégalités voulues.

(d) D’apres la question précédente, n < uj,1, donc n—u; < uji1 — U;.

Or par définition de (u,,), uj4+1 — u; = uj—1 donc on abien: .

Exercice 3 -
1. (@ Ona:f(x) ~
X

X
—t00

2 X

2 2 e =

e *.0r, lim x“e * =0 par croissance comparée et lim x
X—+00 X——00

+o00. Donc,
lim f(x)=0 et lim f(x)=+o0
X—+00 X——00

(b) Lafonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R (fonction
polynomiale et fonction exponentielle). De plus, pour tout x € R,

fl)=2xe —(x*+e*=(—x*+2x-1De *=—(1-x%e*<0

Dong, f est décroissante sur R et on a le tableau de variations suivant :

X —00 +00

f/(x) —

+00
f \
0

(c) Ona f'(0) = -(1-0)2e’=—1et f'(1) = —(1—1)?e”! = 0. On a donc une tangente hori-
zontale en 1 et une tangente de pente —1 en 0. On en déduit le graphe suivant :
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2.

(@)

(b)

(@)

La fonction & est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R et
VxeR, ) =f-1<f(x)<0

Dongc, h est strictement décroissante sur R.
La fonction /& est continue sur R (car dérivable), strictement décroissante. De plus,

hix) ~ x*e™* et h(x) ~ -x
X——00 X——00

De sorte que xlim h(x) =+oo et xlirP h(x) = —oo.
——00 —+00
Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection, /& est bijection de R vers
h®) =] lim h(x); lim h(x)[=R.
X—+00 X——00
Ainsi, 0 admet un unique antécédent, que I'on note a par la fonction h.

Autrement dit, I’équation f(x) = x admet une unique solution a € R.

1 1
Par ailleurs, h(i) :f(g)—O,S ~0,8-0,5=0,3>0eth(l)=f(1)-1=0,8—-1=-0,2<0.

Dongc, a € —,1].
2

D’apres I'étude faite a la question 1.(b), la fonction f est strictement décroissante sur

E,l], donc
(a2 )< lror ()]
Or, f(1) :0,7>Oetf(%) ~0,8 < 1. Donc, [f(l),f(l)] c [%,1].

2
1 1
)l
2 2

Vxe

, C'est-a-dire :

Ceci montre que f (

%,1], fx) e

2
-1
2
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(b)

4. (a)

(b)

1 1 1
Soit x € 5’1 ,onaigxgl.D’oﬁ—lg—xg—é.

Par croissance de la fonction exponentielle, on a donc 0 < e l<e ™K e 12«1,

Par ailleurs, 0 < 1—x < > donc par croissance de la fonction carré sur R, 0 < (1— x)? <
1

L_L .
Ainsi, en multipliant les deux inégalité (de nombres positifs) obtenus, on a

1—x 2 —x
< )"e S1
) S . ! ]‘
C’est-a-dire | f'(x)| "
Appliquons désormais 'inégalité des accroissements finis. La fonction f est continue

sur [ 1] dérivable sur ]1 1[ et | f'| est majorée par — sur [ 1]

Linégalité des accroissements finis, appliquée a x € [5, 1] etae [5, 1] (d’apres la ques-

tion 2.(b)) donne alors

1
If(x)— fla)| < le—al

Or, f(a) = a par définition de @ donc, on a bien :

1 1
vxe|5il],  If-al< lx-al

1
Pour tout n € N, notons P, la propriété : « u, € [5 ; 1] ».
Initialisation: (n :1 0)
Onauy=1¢ [5;1].
Ainsi, Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P, est
vraie aussi.

1
Alors, u, € [ 1] Or, on a montré a la question 3.(a) que pour tout x € [2 1] ona
fx) e [5;1]'
En particulier, f(u,) € [%;1], i.e Uy € [%;1].

Ainsi, Py est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: La propriété P, est vraie pour tout n € N, a savoir

1
_;1]
2

n
Pour tout n € N, notons P, la propriété : « |u, — al < (4_1) lug — al ».

VnelN, Uy €

Initialisation: (n=0) .
Onalugy—a|<1x|ug—al < (4_1) |ug — al.

Ainsi, Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P, est
vraie aussi.



Maths PTSI CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 15/03/2025

1
D’apres la question 4.(a), on a uy, € 2

1] . On peut donc appliquer le résultat de la
question 3.(b) a x = u,. On adonc:

|f (un) = f(a)] < —Iun al

C’est-a-dire

lUps1—al < =lu, —al

n
Or, par hypothése de récurrence |u, — a| < (4) |ug — al. D’'ouy,
1 n+1
Iun+1—a|<£—1|un—al<é—1-(z) Iuo—al—(4) lup — al

Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: La propriété P, est vraie pour tout n € N, a savoir

1 n
VneN, |un—a|<(4—1) |up — af
1 n
Par ailleurs, — 2 €]-1,1[,donc lim (Z) = 0. Donc, par encadrement, hm lu,—al=0
n—+oo n—+

Donc, (uy) converge et lim u, =a.
n—+oo

Exercice 4 — Partiel:

1. Soit c€ C et P = c le polyndme constant égal a c. Alors, on a
Psolutionde (E) <= c¢=cxc <= ¢=0 OUc=1
Conclusion, les polyndmes constants solutions de (E) sont
P=10U0P=0

2. Soient (a, b) € C* et P = aX+b. On suppose P de degré 1i.e. a # 0. On a alors les équivalences
suivantes

P solution de (E) a(X*-1)+b=(a(X-1)+b)(a(X+1)+b)
aX*+b-a=(aX+b-a)(aX+b+a)
X*+b-a=a*X*+(ab+a*+ab-a*) X+ (- a)(b+a)

X?+b-a=a*X*+2abX + (b* - a?).

1107

Par unicité des coefficients d'un polyndéme, on obtient

2

a=a
P solution de (E) — 0=2ab
=b-a)(b+a)
a=1
— b=0 caraz0
—1=-1
— P=X

Conclusion, 'unique polynéme de degré 1 solution de (E) est P = X.

10
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3. On suppose pour toute la suite P non constant. On note d = deg(P).
Alors, par le théoréeme de d’Alembert-Gauss, il existe a € C tel que P(a) = 0.
Soit a € C une racine de P. On pose uy = a et pour tout n € N,

Upe1 = u,21 +2uy,

4. On procede par récurrence. On pose pour tout n € N, P(n) : « P(u,) = 0».

Initialisation. Si n =0, alors uy = a et par hypothese a est une racine de P. Donc P(0) est
vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que P(n) = P(n+1). Supposons P(n) i.e. que u, est une
racine de P. Montrons alors que u,; est aussi une racine de P. Par définition de la
suite (Uy) ey ON A Uy = ui +2u,. Alors on a

P (uns1) = P(u5 +2up) = P((un+1)*-1)
Donc en évaluant (E) en X = u, + 1, on obtient que
P(ups1) =Pup+1-1)P(up,+1+1)=P(u,) P(u,+2).
Donc par hypothese de récurrence,
P (up+1) =0¢ x P(un +2) =0¢

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie, a savoir

VneN, u, estune racine de P

Partie Il :
5. On proceéde par récurrence. Pour tout n € N, posons P(n) : «u,+1=(a+ l)zn. »
Initialisation. Sin =0, alors ug+1=a+1et(a+ 1)20 =(a+1)!' =a+1.Donc up+1=(a+ 1)20
et P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que P(n) = P(n+ 1). Supposons P(n) i.e. u,+1=(a+ 2"
et montrons P(n + 1). Par construction de la suite () ,en, ON @

Uns1+ 1= U2 +2Up+ 1 = (U, + 1)

Donc par hypothese de récurrence,
n 2 n n
tpr +1= @+ D) = (@+D?"? = @+ D"

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on a démontré que

VneN, u,+1=(a+1)>*
6. Parla question précédente, on observe que pour tout n € N,
21’1
rn=lup+1l=la+1|

Posons g = |a+ 1| et pour tout n € N, v, = g". La suite (v,) ;e €st une suite géométrique de
raison g = |a + 1|. De plus,

n

VnelN, rn:q2 = Uon

N—N
La fonction ¢ : 2" est strictement croissante et est donc une extractrice.
n—

Conclusion, (y,) ,en = (V(p(n))
qg=la+1|.

nen EStune sous-suite de la suite géométrique (v,) ,en de raison

11
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7. Ona

e Sila+1|> 1, alors la suite (v;) ,en €st strictement croissante et donc il en va de méme
de la suite (7,) ;en-

e Sila+1| =1, alors la suite (v,) . €st constante égale a 1 et il en va de méme de la suite
(rn)nel\l-

e Si|a+1|€]0;1[, alors la suite (v,),en €St strictement décroissante et donc il en va de
meéme de la suite (7,) ;,en-

e Sila+1| =0, alors la suite (v,) . €st constante égale a 0 et il en va de méme de la suite
(rn) nen- Cependant ce cas n’est possible que si a+1 =01i.e. a = —1 ce qui est exclu car
a ¢ R par hypothese.

8. Nous venons de mentionner que |a+ 1| > 0. Supposons que |a+ 1| # 1. Alors d’apres la ques-
tion précédente, la suite () ,en = (|Uy + 11) ,en €5t Strictement monotone et donc prend une
infinité de valeurs. Donc (u, + 1),cn admet également une infinité de valeurs et de méme
pour (u,) zen- Or pour tout 1 € N, 1, est une racine de P, donc dans ce cas P admet une in-
finité de racines et donc P = 0 ce qui contredit notre hypothese de prendre P non constant.

Conclusion,
la+1|=1

9. On démontre de méme que |a—1| =1, ce que 'on admet. Puisque 1 = |a+ 1| =|a— (—1)|, on
en déduit que a est sur le cercle de centre -1 et de rayon 1 . De méme |a — 1| = 1 implique
que a est sur le cercle de centre 1 de rayon 1 . Or par un dessin, on s’apercoit que 'unique
point d’intersection de ces deux cercles est 0 . Donc a = 0 ce qui contredit le fait que a ¢ R.
Conclusion,

| P w’admet aucune racine non réelle. |

Partie III
10. Lafonction f estdérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) =2x+2>0< x> -1.0r xlim flx)=
——00
xlirp f(x)=+occet f(-1)=1-2=-1.D’ou le tableau de variation :
—T00

X —00 -1 +00
f'(x) - +
+00 +00
-1
On observe alors que 'ensemble image de f est f(R) = [-1;+ool. En particulier,

uy = f (up) € [-1; +ool.

11. On suppose u; € R}.

(a) On note par la question précédente, la stricte croissance de f sur R} et le théoréeme de
la bijection, on note que f (R} ) = R}. Donc R} est stable par f et u; € R}. Par suite, on
montre par récurrence que pour tout n € N*, u,, € R} . Alors, on observe que

VneN, un+1:ui+2un:u,21+un+un>0+un:un

Conclusion,

12
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12.

(b)

(a)

(b)

(9]

La suite (uy) ,en+ €St strictement croissante.

Puisque la suite est strictement croissante, on en déduit que pour tout (p, q) € (I\I* )2 ,p<
q,ona uy < ug etdonc uy, # u,. Ainsi, I'ensemble

{un, e Rl neN*} estinfini.

Or pour tout n € N, u,, est une racine de P. On en déduit donc que P admet une infinité
de racines. Conclusion,

P =0 ce qui contredit le fait que P n’est pas constant.

Pour tout x € R, g(x) = x*+ x. La fonction g est dérivable sur R et pour tout x € R, g'(x) =

1 1 1
2x+2-1=2x+1>0 x> —5 Or g(-1/2) = 273 = —L—l,g(O) =0etg(l)=2.0nen
déduit donc le tableau de variations suivant :
X —00 -1/2 +00
10 - +
+00 +00
f \ 1 /
4
Par la question 10 et le théoreme de la bijection, on observe que f(] —1;0[) =] —1;0[.

Donc ] —1;0[ est stable par f. De plus, u; €] — 1;0[ et donc par récurrence, on en déduit
que pour tout n € N*, u, €] —1;0[. Donc par la question précédente,

VneN*, gup)<0 < VneN*, f(up)<u, < VneN*, wuu.<u,

Donc

’ La suite (uy) ,en+ €St strictement décroissante. ‘

De plus elle est minorée par -1 donc par le théoréeme de convergence monotone,

’ La suite (1) ,en+ COnverge. ‘

On note ¢ sa limite. Par la stricte décroissance de la suite, Vn > 2, u;, < u;. Donc par
passage a la limite, ¢ < u;. Or u; < 0 donc ¢ < 0. De plus pour tout n € N, on af (u,) =
un+1 donc par passage a la limite et continuité de la fonction f, on a

fHy=¢ o fO)-¢=0 < g)=0

Donc par ce qui précede ¢ = -1 ou ¢ =0. Or ¢ <0 donc ¢ = —1. Conclusion,

’La suite (up) ,ey cONverge vers -1 . ‘

Puisque la suite (u;),en+ €St strictement monotone, on en déduit qu’elle prend une
infinité de valeurs différentes et donc P admet une infinité de racines. Conclusion,

’ P =0 ce qui contredit le fait que P n’est pas constant. ‘

13
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13.

14.

15.

Supposons que -1 soit une racine de P. Alors, pour X = -2, on a par (E),
P4-1)=P(-2-1)P(-2+1) < P@B)=P(-3)P(-1)=0

Dans ce cas, 3 est aussi une racine. En posant 1y = 3, on trouve alors u; =9+6=15¢€ Ri, ce
qui est impossible d’aprés la question 11. Conclusion,

-1 n’est pas une racine de P

Or on a vu que u; est forcément une racine de P. Donc u; # —1. Par les questions précé-
dentes, nous savions déja que u; € [-1;+oo[ mais que les cas u; > 0 et u; €] — 1;0[ sont
impossibles. Conclusion,

u = 0

Par la question précédente, on a
fl@=0 o a°+2a=0 o a=00Ua=-2
Cependant si a = -2, alors en prenant X = -3, on a
P(8) = P((—EB)2 —1)=P(-3-1)P(-3+1)=P(-4) x0 =0.

Donc 8 est une racine de P. Cependant si uy = 8, alors u; =64+ 16 > 0 ce qui est impossible.
Donc a # —2. Conclusion,

L'unique racinede Pest a=0

Puisque 0 est I'unique racine possible de P dans C, on en déduit qu'il existe n € N*, tel que
P=X".
Synthese. Vérifions si ce polynome fonctionne. Si P = X", alors on a

P(X*-1)=(X*-1)"=(X-DX+1)"=X-D"(X+1)"=P(X-DP(X +1),
et (E) est vérifiée. Conclusion, I’ensemble des solutions de (E) est

S= {OC[X]}U{XH | I’ZEN}
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