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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 4 I

Exercice 1 -

1. (a) Les matrices M = ( Z ) appartenant a &£ vérifient en particulier que ad — bc = 0

d
donc d’apres le cours, elles ne sont pas inversibles.

(b) e Posonsa=1,b=1,c=-1letd=-1.Alorsa+d=1-1=0et

1

ad—bc:lx(—l)—lx(—l):—1+1:0donc( 1 .1

)eé‘
e Posonsa=1,b=-1,c=1letd=-1.Alorsa+d=1-1=0et

ad_bc:lx(—l)—(—l)x1:—1+1:0donC( - )ES

1 -1
1 1 1 -1 2 0
(c) -PosonsS—(_1 _1)+(1 _1)_(0 _2)

Alorsad—bc=2x(-2)—-0x0=—-4#0donc S¢ &

1 1 1 -1 2 =2
oPosonsP_(_1 —l)x(l _1)_(_2 2)

Alorsa+d=2+2=4#0doncP ¢ &

On constate donc que la somme et le produit de deux matrices de £ (n’appartiennent pas nécessaire

a’+bc ab+bd
ac+cd bc+d?

(d) Soit M = ( ? ) une matrice de £. Alors M? =

d
Or M € £ donc en particulier,ona a+ d = 0 donc :

2_( a’*+bc bla+d)

_(a2+bc 0 )
cla+d) be+d® |~

0 be + d?

De plus, M € £ donc en particulier, on a ad — bc = 0 donc ad = bc donc :
a?+bc=ad’*+ad=ala+d)=ax0=0

et
be+d*>=ad+d*>=da+d)=dx0=0

00
Par suite, pour tout entier n > 2, ona M" = M?x M™% =0,x M"2 =0,.

En conclusion, pour n > 2, .
2. (@) 1x5—-(-2)x2=5+4=9 ;éOdonclamatriceAest.

(b) Calculons K :
1 2 30 -2 2
K_A_gl_(—z 5)_(0 3)‘(—2 2)

Onaalorsenposanta=-2,b=2,c=-2etd=2,a+d=-2+2=0et ad—-bc =

—2x2-2x(-2)=-4+4=0donc(Ke&)

1

00
Finalement, on a justifié que si M € &, alors M? = ( ) =0,.
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(c) Montrons ce résultat pa récurrence. On pose pour n€ N, P(n) : « A" =3"I + n3"" K.
Initialisation (72 =0) Onad’une part A’ = I et 3°7+0 x 371K = I donc P(0) est vraie et
la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n €N, on suppose P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a:
A= AT % A

=@3"I+n3"'K)A dapres'hypothese de récurrence
=3"A+n3"'KA
=3"(K+3I)+n3" 'K(K+3I) car par définition de K, A= K +31
=3"K+3"" [+ n3"'K*+ n3"K
=3"K+3""' 1+ n3"K car K> =0 puisque K€ &
=3"1+(n+1)3"K

Ainsi P(n +1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.

3" 0 1 =2 2
o 3n |t (—2 2

D’apres ce qui précede, A" = ( ) d’ ol
A 3"-2nx3"1  2px3"!
"\ —2nx3"! 3"42px3™!

3. (a) D’apresla question 2.(b), on sait que K € £ donc d’apres la question 1.(d), ona K* =0,
i.e. (A—301)*=0,.
En développant, on obtient que A —6A+9I = 0, donc @ = —6 et =9 conviennent.
Il reste a justifier 'unicité de a et .
Soit donc (a, B) € R? tel que A* +a A+ BI = 0, et soit (', ') € R* tel que A*+a' A+ B'I =
0,. Par soustraction, on obtient I'égalité :

(a—a')A+(B-p)1=0,
Raisonnons par I'absurde et supposons que « # a'. Alors on aurait (a —a') A= (' - ) I

p-p

al

et puisque a — a’ # 0, on aurait I'égalité A= I, donc A serait diagonale, ce qui est

a —
absurde. Donc a = a' Par suite, (8- ) I = 0,, ce qui impose f— ' =0ie. f=p"

En conclusion, (a, B) = (—6,9) est [l’unique couple de réels tels que A% + a A+ pI = 02}.

(b) D’apres la question précedente, A>—6A+91 = 0 donc —A%+6A =91 et par suite A(—A+
1
6I) =91 donc A [5(—A+6I)] =Jie A

trice A est inversible et que :

1
31— EA] = I ce qui suffit a prouver que la ma-

L2001
A ==-1--A
3 9
(c) K=A-3Idonc A=K +3I donc d’apres la question précédente
L2 1
A ==-1--A
3 9
2 1
=—I-—(K+3I)
3 9
2 1 3
=—I-—-K-=-1I
3 9 9
2 1 1
=—]--K--1I
3 9 3
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Par conséquent :

L0101
A =-1--K
3 9
Pour n=-1,onadonc:
1 1
3"I+n3”_1K:3_II+(—1)x3_2K:§—§K—A_1

donc la formule A" = 3" + n3"" 'K reste valide pour n = —1.
Montrons qu’elle reste également valide pour tout p € Z\N. Tout élément p € Z\N
s'écrit p = —n avec n € N*. Montrons par récurrence sur n € N* que A™" =37"] -
n3 " K.
Notons P, la proposition « A~ =37"] — n3™" 1K ».
Initialisation (n—-1):

Nous venons de constater que A1 =3711-372K donc P est vraie.

Hérédité Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que
P41 est vraie. Par hypothese de récurrence, on sait que A~ =37"] —n3 " 1K et
on sait que K? = 0, donc:

A—(n+1) :A—n—l
=A " x AT
=(37"1-n3"""'K)(37'1-37%K)
=37 lj_3 2K _ p3 2K 4 p3 T 3K?
=3l _(n+1)37"%K
=3~ D1 (p+1)3~ -1k

donc P, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion D’apreés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n
dans N*, a savoir
VneN* A"=3""I-n37"'K

En conclusion, la formule A" = 3"] + n3""1K est valide pour tout 7 € Z.

Exercice 2 -
1. Ona:
e Onsait que linol+ In(x) = —oo donc par quotient lir%)l+ fx)=0.
X— X—

In(x)

* Onsait que par croissance comparée, lim

= 0 donc par passage a l’inverse[ lim f(x)=+o0
X—+00 X X—+00

X—

¢ On sait que lir{1 In(x) =0~ donc par quotient [linll flx)= —ooj
—_ x_> -

e On sait que lir? In(x) = 0" donc par quotient linll flx) = +ooj
x—1* x—17*

2. Pour tout x € D, les fonctions x — x et x — In(x) sont dérivables sur D. De plus, In(x) # 0
donc la fonction f est dérivable sur D.
. u , , 1
La fonction f est de la forme — avec u(x) = x et v(x) =In(x).Ona: u (x) =1let v'(x) = P
v
Ainsi .
£l = I xIn(x) —xx < _ ln(x)—l.
(In(x))? (In(x))?

OrIn(x)? > 0 pour x € D donc f'(x) est du signe de In(x) — 1.

3
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3. (a) Etudionslesignedeln(x)—1.0OnapourxeD:

Inx)-1>0 < In(x) >1 < x>e'.

On a alors le tableau de variations suivant :

Variations
de f
e

X 0 1 e +00
Signe de B B 0
fx)
0 +00 +00

On f()——e =8
a e_ln(e)_l_e'

(b) D’apres ce qui précede, la fonction f est strictement croissante de [e; +oo[ dans [e; +ool.
De plus, la fonction f étant dérivable sur D, elle est en particulier continue sur [e; +ool.
Ainsi d’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de [e; +oo[ dans [e; +ocol.

4. (a) SoitxeD,ona:

X 1
fX)=x < o =X = m_l carx #0
Ainsi :
fX)=x <= In(x)=1 < x=e.
Ainsi S = {e}.

(b)

fX)-x20 = L—x>0 — x(l——ln(x))>
In(x) In(x)

Dressons alors le tableau de signes de ce quotient :

X 0 1 € +00

Signe de
1-In(x) * 0

Signe _
de In(x) 9 -
Signe de

x(1-In(x)) - + 0
In(x)

5. (a) Notons P(n)la propriété:« u, > e».
Initialisation (7 =0) uy =3 > e donc P(0) est vérifiée.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, u, > e. Or on a montré que f est strictement crois-

sante sur [e;+oo[ doncona:
fup) = f(e).
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(b)

(9]

6. (a)

(b)

Or f(u,) = up+1 et f(e) =e. On obtient donc
Up+1 2 €.

La propriété P(n +1) est donc vraie.
Conclusion Lapropriété étant initialisée et héréditaire, la propriété P (n) est vraie pour
tout n € N.

Etudions le signe de u,,+; — u,. Onapour n € N:
Upt1— Up = [(Up) — Uy.

Or f(x) —x < 0 pour x > e et on vient de montrer que pour tout n € N, u, > e. Ainsi
Ups1 — Uy < 0. La suite (1), est donc décroissante.

D’apres les questions précédentes, la suite (1), est décroissante et minorée par e donc
d’apres le théoreme de convergence monotone, la suite («,), converge vers une limite
¢ qui vérifie ¢ > e.

Montrons que ¢ =e.

On sait que nl—l»rPoo u, = ¢ donc nl—1>r-POO un+1 = ¥¢. De plus, la fonction f est continue sur D

donc nl_l)IJlrl f(uy) = f(¢). Lalimite ¢ vérifie donc :

= f0).

Or on a montré a la question 4.(a) que I'équation f(x) = x admettait une unique solu-
tion égale a e. Ainsi .

D’apres la question 2., on a pour x € D :

3 In(x)-1

l —
SO =

11 2 \? i s donl 3 £
Calculons le terme 172 1- o et montrons qu’il est égal a f'(x). On a pour x €

- (ln(x) —2)2)
In(x)
In(x)% - (In(x) — 2)2)

In(x)?
In(x)% - In(x)* +4In(x) —4) 1 (4(ln(x) - 1)) _In) -1
=3 =

In(x)2 In(x)2 In(x)2
Ainsi f'(x)—l—l(l— 2 )2
st T4 4 In(x)) |

Pour x € [e; +oo|, f'(x) > 0 donc

[e; +ool:

s
4 4 In(x))

= f'(x).

N e A > Y

In(x)

Vo _1_1(_ 2 )2
If(x)l—f(x)—4 41 )
2
Or—l(l—i) < 0donc

4 In(x)

pour x € [e; +ool.

NI

()] <

9}
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7. On démontre ici ce qui était admis dans I’énoncé. La preuve s’appuie sur I'inégalité des ac-
croissements finis vue dans le Chapitre 13.

1
La fonction f est continue et dérivable sur [e; +oo[ et on a pour tout x € [e;+ool, | f'(x)| < i

De plus, pour tout n € N, on a montré que u, € [e;+oo[. Ainsi d’apres I'inégalité des accrois-
sements finis, on a:

1
|f (un) — fe)| < Zlun—el,

or un+1 = f(uy) et f(e) =e, onaainsi pour tout n € N :

(a)

(b)

1
[tps1—el <Z|un—e|.

Montrons le résultat par récurrence.

., Pl 1
Notons P(n) la propriété : « |u, —e| < an

i qe e 1 .. 1
Initialisation (7 =0) up =3 donc|ug—e|=3—-e=0.3et o) =1lainsi|ug—e| < yOR P(0)
est donc vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
D’apres la question précédente, on a:

1
lUps1—€| < Z|un_e|
1 . .
Or|u,—e|< Tl par hypothése de récurrence donc :
1
|un+1—e|<Z ><4—n
ainsi :

1
4n+1'

lupe1—€l <

La propriété P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récur-
rence, pour tout n € N, P(n) est vraie, a savoir :

1
Iun—eI<4—n.

1 n 1
Remarquons que — = (—) .Comme —€]—-1;1[,ona:
4n 4 4
1 n
lim (—) =0.
n—+oo\ 4
Orona:

1
0<|un—e|<4—n

Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on a :

lim |u,—e|=0.
n—+oo

Ce qui nous permet de conclure que| lim u,=e|
n—+oo

6



Maths PTSI CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 25/01/2025

Exercice 3 -
Partie I

1. Ona:
0 0 -1 00 -1
N°=[0 0 2 00 -
00 0 00
_2:

2
0
Et donc, pour tout k>2,Nk = N? x Nk—2 =03 x NF

0s.
2. (a) Ona:
1 0 1 2 1 0
PQ=| -1 0 -2 0 0 1 |=5
0O 1 O -1 -1 0
2 1 0 1 0 1
Qr=( 0 0 1 -1 0 -2 |=1
-1 -1 0 0 1 O
(b) Ona:
2 1 0 3 10 1 0 1
QAP=| 0 0 1 -2 0 0 -1 0 -2
-1 -1 0 0 01 0 1 O
4 2 0 1 0 1
= 0 0 1 -1 0 -2
-1 -1 0 0 1 O
2 00
=101 0 |=D
0 01

(c) On a QAP = D. En multipliant a gauche par P, on obtient PQAP = PD. Or, PQ = I3
doncona I3AP = PD soit AP = PD. On multiplie maintenant a droite par Q, cela donne
APQ=PDQ.Or, PQ=I3donc Als=PDQ donc A= PDQ.

(d) Notons Pj, la proposition : « A" = PD"Q »

Initialisation (n=0):
A% = I3 et PD°Q = PI;Q = PQ = I3 donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que
Prns1 estvraie.Ona:
Al’l+1 — An x A
= PD"Q x PDQ
= PD"I3DQ
— PDI’H—l Q
donc P;,41 est vraie.

Conclusion :D’apreés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :
A"=PD"Q

2" 0

0
(e) Puisque D est diagonale, on a D" = 1 0 |[.Or, d’apres la question précédente,
01

0
0
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A" =PD"Q. Donc,

1 0 1 2" 0 0 2 1 0
A"=| -1 0 -2 0 10 0 0 1
0 1 0 0 0 1 -1 -1 0
2" 0 1 2 1 0
= -2 0 -2 0 0 1
0 1 0 -1 -1 0
21 271 0
= —2"l42 —2"42 0
0 0 1
3. (a) Ona:
3 10 00 -1 0 0 -1
AN=| =2 0 0 00 2 |=]0o0 2
0 0 1 00 0 00 0
00 -1 3 10 00 -1
NA=|0 0 2 2 00]|=[0o0 2
00 O 0 0 1 00 O

Donc on a bien AN = NA.
(b) On note P(n) la propriété : « A" = A" + nNA" 15,

Initialisation (n=1)OnaA' = Aet A' + INA'™' = A+ N = Acar A” = I par conven-
tion. Ainsi
Al =AM +1NAT

et P(1) est vraie.

Hérédité : Soit n € N*, on suppose P (n) vraie et montrons que P (n + 1) est vraie. On

a.
An+1:AnXA

=(A"+nNA""'x A parhypothese de récurrence
= (A"+nNA""! x (A+N)
= A"+ A"N+nNA" +nNA"'N
= A"+ NA" + nNA" + nN*A™' car AN = NA
= A"+ NA" + nNA"  car N* =03
= A"+ (n+1)NA".

Ainsi P(n +1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on a:

VneN*, A"=A"+nNA"!
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(c) Onadonc:

A"=A"+nNA"!
2"n-1 2"l

2mtl_1 2"-1 0 00 -1 " el
| —2ml42 2742 0 |+n| 0 0 2 _20+2 -2 0+2
00 O
0 0 1 0 0
ontl_1 21 o 00 -1
=| =2"14y2 —2"4+2 0 |+nl 0 0 2
0 0 1 00 O
2"l-1 2"-1 0 00 -n
=| —2"142 —2"42 0 |+] 0 0 2n
0 0 1 00 0
2"l 21 —p
=| —2"1l42 —2"42 2n
0 0 1
Partie I1
1. Ona:
3 1 -1 Xn 3Xn+ Yn—2n Xn+1
AU,=| -2 0 2 Yn |= —2xn+2zp =| Yn+1 |=Unn
0 0 1 Zn Zn Zn+1

2. Notons Py, la proposition : « U,, = A" Uy »
Initialisation (n=0):
AU, = 13Uy = Uy donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que Py
est vraie. On sait que U,,41 = AU, d’apres la question précédente, et que U,, = A" Uy par
hypothése de récurrence. Dés lors,

Ups1 = AU, = Ax A"Uy = A" U,

donc Py, est vraie.
Conclusion :D’apreés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans
N, a savoir :
U,=A"Uy
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3. Onadonc:
Xn
Yn :Un:AnUO

2mtl_1 21 —p
= 27142 2742 25 |x
0 0 1

2l _ 142" _1-n
=| -2 424+ -2"+2+2n
1
2l on_o_p
=| —2"1_2"4442n
1
2"2+1)-2-n
=| -2"2+1)+4+2n
1
3x2"-2—n
=] -3x2"+4+2n

1

Partie 111

1. (a) Pour tout n, ona z,4; = 2, donc (z,) est constante. Ainsi, pour tout n, z, =
(b) Onadonc x,4+1 =3x,+yYn—1et yps1 =—2x,+2.

2. Calculons ry+1 = Xpt1 + Yn+1
Tnel =Xp+1 v Yne1 =3Xp+Yn—1-2x,+2 =X+ yp+1=r,+1

Ainsi, la suite (r,) ,en €st une suite arithmétique de raison 1.

Dongc, pour tout n € N,
Xn+Yn=Tpn=Tlo+n=Xo+)Yo+n=2+n

(8 (@ Ona:

Sn+1 = 2Xp+1 + Yn+1
=2(Bxp+yn—1)-2x,+2
=4x,+2y,
=2(2xn+ yn)
=28,

Donc, la suite (s,) ,en €St géométrique de raison 2 .
(b) Donc, pour tout n €N,

2xn+yn=Sn=sox2”:(2x0+y0)x2”:3x2”

4. Onremarque que :

Ainsi, pour tout n €N,

10

Z():l.
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De méme, on remarque que :
21 = $p =2 (Xn+ Yn) = 2Xn = Yn = 2Xn +2Yn = 2Xn = Yn = ¥n
Ainsi, pourtoutneN,ona:
Yn=2In—sp=22+n)-3x2"=-3x2"+4+2n
On retrouve donc bien les résultats de la partie II.

Exercice 4 -
1. (a) Soit x € [0;1]. Alors:

(b) Soit n € N. Pour tout x € [0;1], x" > 0 et donc,
Vxel0;1], 0<x"e™ <x".

D’ou, par croissance de I'intégrale,

1 1
_ 2
0<f x"e * dxéf x"dx.
0 0

1 1 n+1q1
42 X .. .
Or, f x"e ™ dx=1I,et f x"dx = = . Ainsi, pour tout entier naturel n,
0 0 n+l|y, n+l
1
0<I,; < .
n+1

(c) Ona nhrP = 0. D’ou, d’apres la question précédente, et par encadrement,

Jim_1,=0.
2. (a) La fonction f est dérivable sur I'intervalle [0;1] comme composée de fonctions déri-
vables sur [0;1], et : ,
Vxe[0;1], fl(x)=-2xe ™.

(b) D’apres la question précédente, une primitive de la fonction définie sur [0;1] par x —

2 . “x2 na
xe " estdonnée parx— e *. Ainsi,

1 2
Ilzf xe Ydx=
0

1 _
-—e
2

11
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3.

(a) Posons
! —x? 1oy
u((x) = xe ux) = —Ee
vix) = x"" Vx) = (m+Dx"

Alors, en utilisant la formule d’intégration par parties,

1
Inio = f u' (x)v(x)dx
0

1

= [u(x) v —f u(x)v'(x)dx

0

1 _
——e
2

2
x° g xn+1

1 1 1 2
+f m+1Dx"x e dx
o Jo 2

1 n+1
=——+—1,
2e 2

(b) D’apres la question précédente, on a:

1
nln = _+21n+2_ln.
e

Or, d’apres la question 1.(c), ona lim I, =0.0On a donc également, lim I,.» =0.Et
n—+oo n—+oo

donc,

. 1
lim nl,=-.
n—+0o e

(@) SoitneN.Ona:
_ Dmin+r . Dpss
(n+1)!  (m+D!
Or, d’apres la question 3.(a) et puisque 2n+3=(2n+1)+2,0na:

Un+1

P _(2n+D)+1 1
2n+3 — 2 2n+1 2¢ ’
c’est-a-dire :
P _2n+2 1
2n+3 — 2 2n+1 2¢

1
=m+DDhpsy1——
2e

Des lors,
(n+1)hp 1 1
Upsl = ————— — — X
(n+1)! 2e (n+1)!
_Dpa 1 y 1
n! 2e (n+1)!
1 1
=Up—— X
2e (n+1)!
Notons P, | iti L 11
otons aproposition « 4, = —— — Y —».
n @ pIop "T2 2ef k!
e qs e I 1 . . . 1
Initialisation (7 = 0) : uy = o =1 = 57 % d’apres la question 2.(b). Par ailleurs, — —
! e

121 1 1 .
— Y — =———.Donc, P, est vraie.
2e okl 2 2e

12
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Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P, vraie et montrons que
Pn+1 est vraie. D’apres ce qui précede, on a:

1 1
e =l e e Dt
D’autre part, par hypotheése de récurrence, on sait que :
1 1 &1
=3 e T

On en déduit donc que :

X
e (n+1)!

1

2 k

1 1[4 1 1
=——— —+

2 Ze(kz_o ! (n+1)!)

1 n+

Donc, P, 41 est vraie, et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n € N,
a savoir :
v N 1 1 &1
neN, u,=—-—)>» —.
!
2 2eizk!
(b) Par définition de u,, ona ;41 = nlu,. D’apres I’expression de u,, obtenue ala question
précédente, on en déduit :
n n &1
bpa=—--—-2 7

2 2efpk!

(c) Soit k > 1 un entier. En utilisant le résultat de la question précédente dans le cas n =
k -1, on obtient (en prenant bien garde de changer le nom de la variable muette a
I'intérieur de la somme) :

(k=1 (k—11k=11

by = —.
2 2e ]!
Et donc,
k(k—-1)! k(k-1D!k=11
k1= - -
2 2e 5!
kK ok k=l
2 25!
D’ou
1 kK k11
khg-1——=———

2¢ 2 20! 2e

Kok (=1 1
= — — — —_ 4 —
2 Ze(j;)j! k!)

Kok K
2 2eim)!
=D

Le script suivant convient :
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import numpy as np
def calculI(n):
I=1/2-1/(2*np.exp(1))
for k in range(n):
I=(k-1)/2*I-1/(2*np.exp(1))
return I

SR

Exercice 5 - Partie |

1. Lafonction f étant dérivable et ne s’annulant pas sur [ car strictement positive, la fonction
@, inverse de f, est dérivable sur I, et elle est évidemment également strictement positive.

2. On ales équivalences :

festsolutionde (F)sur] < Vtel, f'(H)+a®)y(®)+b®y*(H)=0

!
Vtel, (%) (t)+@+ b(®) =0

<~ =
p(t)  @*(1)
!
— Vr¢iel, _Y () + att) + b(®) =
Q21 @) @)
— Vrel, ¢'(t)—a®e(t) = b()

¢ est solution de z' — a(t)z = b(t) sur I.

Partie I1

3. L'équation homogene associée a (E;) est :

z=0.

Ey) 7 -
(Fo) 1+ t?

Une primitive sur R de ¢ — 1 étant donnée par ¢ — In (1 + t?), ’'ensemble des solutions

+ 12
réelles de (Ej) est:
So={teR— A(1+1%), L€R}.

On cherche maintenant une solution particuliere de (E). Soit f : R — R une fonction déri-
vable. On pose :

A:R — R
; f
1+1¢2

D’apres la méthode de variation de la constante, f est solution de (E) si et seulement si :

1+ ¥ cost
VteR, A’(t):;:cost.
1+ 12

Ainsi, lafonction A : £ — sin ¢ convient, et donc la fonction f: t — (1+ £?) sin t est une solution
de (E;). Finalement, I'’ensemble des solutions réelles de (E;) est :

S={teR— (A+sin)(1+1%), 1eR}.

4. Etant donné A € R, la solution f: € R+— (A +sin#)(1 + ?) de (E1) est strictement positive
sur R si et seulement si :
VteR, A+sint>0,

ce qui est équivalent a A > 1. Ainsi, '’ensemble des solutions strictement positives de (E;) sur
Rest:
Sso={teR— (A+sint)(1+ %), A>1}.

14
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5. D’apres la question 2., une fonction ¢ est dans '’ensemble S~ si et seulement si la fonction
f = — est une solution strictement positive de (E). Ainsi, '’ensemble des solutions stricte-
ment positives de (E») sur R est :

1
L0=JtER— , A 1}.
>0 { : A+sinn+2)
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