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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 1 I

Exercice 1 -
1. o A=4V4x6-5V16x6+4V9x6=28V6-20vV6+12v6=0.
x15><x2 xl?
[ ) B: :—:xzo
x3 x3
Co (1-v3)? . 1+v3)?  1-2V3+3+1+2vV3+3 8 A
1+v3)1-v3) (1+v3)A-V3) 1+v3)(1-v3) 1-3
2. Soit k € N, multiplions par la quantité conjuguée, on a:
1 1 k+1-vk k+1-vVk k+1-Vk
ViE+1-vk = Vk+1-Vk —‘/T\/_:r+—\/E

= X = =
Vk+vVk+1 Vk+1+vVk Vk+1-vVk Vk+1)2- k)2 k+1-k

Exercice 2 -

1. nonAestl'assertion:|IxeR, VyeN, (x}yOUy>x+1).

Montrons que non A est vraie.
Posons x = 0. Soit y € N quelconque. On distingue deux cas :
e siy=0,alorsx > ydonc x> youU y > x+1 estvraie.

e si y >0, puisque y est entier,ona y > 1doncy > x+1,doncx > youy > x+1 est
vraie.

Donc, par disjonction de cas, nonA est vraie et donc| A est fausse.

2. nonB est!'assertion| VX€ER, VyeR, x° # y3.

Montrons que B estvraie. Onposex =1lety=1.AlorsxeR, ye Ret ¥=1= y3.] Donc B est vraie.

3. nonC est'assertion| VxeR, Iy e R, (y > X ET y2 > xz).

Montrons que nonC est vraie.

Soit x € R. Onposey:|x|+1.Alorsy€[RZ.Onay>x+1>xety2:|x|2+2|x|+1>|x2|>x2.

Donc nonC est vraie et C est fausse. ‘

4. nonD est'assertion| Ax€R, Ay e R, (x <0ET x> ey).

D est vraie. Prouvons-le par disjonction de cas sur x.
Soient x et y dans R. Si x > 0, alors x > 0 0U x < e” est vraie.
Si x <0, alors ¥ > 0 > x, donc x > 00U x < e’ est vraie. Donc, par disjonction de cas,

D est vraie.

Exercice 3 -

1. |«Silentier n est impair, alors 'entier n” — 1 est divisible par 4. »

2. Supposons que I'entier n est impair. Alors, il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1.
Considéronsuntel k. Ona:

n>—1=Qk+1)?-1=4k’>+4k+1-1=4k>*+k).

Puisque k? + k est un entier, 4(k? + k) est divisible par 4 donc n? — 1 est divisible par 4. On a
montré que :
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Si I'entier n est impair, alors I'entier n* — 1 est divisible par 4.

3. La contraposée a la méme valeur de vérité que I'implication de départ donc

I'assertion de départ est vraie.

Exercice 4 -

1. Equation (E;).
SoitxeR.Ona:

x-1|=13—-x] < x-1=3-x0ux—-1=x-3

<~ 2x=40u-1=-3

— x=2

Ainsi, I'’ensemble des solutions de (E;) est

2. Inéquation (E»).
On proceéde par disjonction de cas.

e résolution sur | —oo;1[. Soit x €] —oo;1[.On a:

3
|x=1|+|13—x|>7 < —x+14+3—x>7 < -2x>3 < x<—5

q
—00; ——|.

Linéquation est donc vérifiée sur 5

e résolution sur [1;3]. Soit x € [1;3].0na:
[x=1|+13—x|>7 < x—-1+3—-x>7 < 2>7

Cecin’est pas possible donc I'inéquation n’est pas vérifiée sur [1; 3].
e résolution sur ]3; +ool. Soit x €]3;+oo[.On a:

1
|x=1|+13—x|>7 < x—-1+x-3>7 < 2x>11 < x>?

11
Or, > > 3. Ainsi, I'inéquation est vérifiée sur | —; +oo]|.
« Bilan.
) . e . 3 11
Lensemble des solutions de I'inéquation est| Sy = | —oo; -3 U - +oo).

3. Equation (Ejz).
Le terme V2 — x est défini si et seulement si 2 — x > 0, donc si et seulement si x < 2.
Si x estunréel dans ]—oo, —1[, alors V2 — x > 0 et x+1 < 0. Doncl’équation n’a pas de solution
sur | —oo,—1][.
Soit x € [-1;2]. Puisque { — £ est strictement croissante sur R*, ona:

(B3) <= (2-x=(x+1)?)
= 2-x=x>+2x+1
— x*+3x-1=0
—3+\/BO -3-V13

ux =

— x=
2 2
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-3-V13 -
—<

Or,ona 5 7<—1et9<13<16d0n03<\/13<4d’01‘1

-3+3 -3+vI13 -3+4 1
0= < < =—-.
2 2 2 2

-3++v13
Ainsi, 'ensemble des solutions de 'équation est| S5 = { B }

4. Les termes de I’équation (E,) sont bien définis si et seulement si x e R\ {0, —1}.

Soit x e R\ {0, —1}.

1 x+1 X 2x(x+1)
2 — <

+ <
x x+1 x(x+1) x(x+1) xX(x+1)

x+1+x-2x(x+1)
— <0
xX(x+1)
—2x%+1
x(x+1)
1

2_1
X" =3

X <
x(x+1) =

On construit le tableau de signes de 1'expression de gauche :

-1 1
X —00 —1 — 0 — +00
: V2 V2
X = + 0 - 0 +
2
x(x+1) + 0 - 0 +
2_ 1
ax— 2 - + 0 - + 0 -
xX(x+1)

On en conclut que I'’ensemble des solutions de (E,) est :

Sy = ] —oo;—l[U [\_/—%,O[U [%&oo[.

Exercice 5 -

1. Raisonnons par récurrence.

Pour tout entier naturel n, on consideére la propriété Py, : « u, = 2"*2 -3 ».

Initialisation: 2°72—3=4-3=1et ug = 1 donc g = 2°" - 3 et donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé.
Supposons que la propriété P, est vraie.

On a ps1 = 2up+3 =22"2-3)+3 = 2"3 _6+3 = 20""V*2 _3 donc la propriété

P, estvraie.

Par récurrence : | VneN, u, = 2" -3,

2. Raisonnons par récurrence.

Pour tout entier 7 > 6, on consideére la propriété P, : « 2" > (n+2)%»

3
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Initialisation: 2% =64 et (6 +2)? =64 donc 2% > (6 +2)? donc Pg est vraie.
Hérédité: Soit un entier n > 6 fixé.
On suppose que Py, est vraie, a savoir 2" > (n+ 2)°. Alors

2L — 9 2" > 2(n+2)°%.

Or,2(n+2)°%-n+3%=2n*+4n+4) - (n*+6n+9) =n’>+2n-1.

Les deux racines de ce trindme sont n; = —1—v/2 et ny = —1+ V2. Ces deux racines sont
inférieures a 6 et le coefficient dominant du polyndme est positif, donc n>+2n-1>0.

On obtient ainsi 2(n+2)> — (n+3)> > 0 et donc 2(n +2)*> > (n + 3)°.
Finalement,
2" >2(n+2)2 > ((n+1)+2)°

et P, est vraie.

Par récurrence: Vn >6,2" > (n+ 2)2

Exercice 6 —

1. Soient a et b deux réels positifs. Un carré étant toujours positif, on a:
(Va-vb)*>0

D’ou en développant le carré,
a-2vab+b=0

C’est-a-dire,
2Vab<a+b

2. Soient a, b et c trois réels positifs. D’apres la question précédente, on a

a+b>=2vVab

a+c>=2vac
b+c>2Vbc

Les différents membres de ces inégalités étant tous positifs, on peut multiplier ces trois in-
égalité. Cela donne :

(a+Db)(a+c)(b+c) =8V a2b?c?

C’est-a-dire,
(a+b)(a+c)(b+c)>=8abc

Exercice 7 -

1. (a) Soient x et y des réels. Alors, f1(x) = x et fi(y) =y, donc

A+ AW =|x+y|.

Donc ’ f1 vérifie bien (E). ‘
(b) Soient x et y des réels. Alors, f>(x) =—-xet fo(y) = —y, donc

o)+ )] =]-x-y[=]-G&+p[=]x+y].

Donc’ f vérifie bien (E). ‘
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2. Soit x € R. Alors,

3.

D’ou,

fx) =lxl<=(f(x) =xOU f(x) = —x).

(VxeR,|f(x)]=1xl) = (VxeR,[f(x) = x Ou f(x) = —x]).

(@) Pour x=0et y =0, on obtient :

|f(0)+ f(0)| =10+0]
|2f ()] =10l
2|f|=0

(b) Soit x € R. Alors, comme f(0) =0,

|fx)+ f(O)] =1x+0|
| f(x)+0] = x|
|f0)| =1l

Ainsi, Vx € R, | f(x)| = xI.

(©

i. Lanégation demandée est

(FxeR, f(x) #x) Bt (IxeR, f(x) #-x).

ii. Comme f vérifie (Vx € R,|f(x)| =1xl) (question 3.b), en utilisant la question 2, on

en déduit que f vérifie (Vx €R, [ f(x) = x Ou f(x) = —x])

Supposons que (Ix € R, f(x) # x) Bt (IxeR, f(x) # —x).

On note x un réel tel que f(x) # x et y un réel tel que f(y) # —y.

Comme f(x) = x Ou f(x) = —x et f(x) # x, on obtient que f(x) = —x.

Deméme, f(y) =y Ou f(y)=—-yet f(y) #—y,donc f(y) =y.

Comme f vérifie (E), on a |f(x)+ f()| = |x+y|. Donc |-x+y| = |x+ y|. Deux
nombres ont la méme valeur absolue si et seulement si ils sont égaux ou opposés.
eSi—x+y=x+y, alors —x = x donc x = 0. Donc f(0) = 0 (par quest. 3.a). Or
f(x) # x, donc ceci fournit une contradiction.

eSi—x+y=—-(x+y),alors y=—-y donc y = 0. Donc f(0) =0 (par quest. 3.a). Or
f(y) # -y, donc ceci fournit une contradiction.

On en déduit que notre hypothése est fausse, et donc que sa négation est vraie,
c’est-a-dire que
(VxeR, f(x)=x) Ou (VxeR, f(x) =—x).

Autrement dit,

f est forcément la fonction f; ou la fonction f5. ‘

4. On procede par analyse synthese.

Conclusion :| Lensemble des fonctions vérifiant (E) est {f1, f>}.

La question 3 réalise I’analyse et montre que les fonctions f; et f» sont les seules fonctions
candidates a vérifier (E).

La synthése a été réalisée dans la question 1, ou]’'on a montré que f; et f, vérifient (E).




