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CORRIGE CONCOURS BLANC I

1. Soit me R et M(x, y,z) un point de I’espace. Alors,

Exercice 1 -

MEeS,, &= xX*+y*+2°-2x-2y—4+2m(-x+y—-2z-3)=0
= ?-20+mx+y*-2(1-m)y+2>-22m)z—4-6m=0
= x-1+m)*+y-Q0-m)*+(z-2m)*
—A+mP-(1-mP*-4m*—4-6m=0
= x-1+m))’+y-A-m)’+(z-2m)*>=6m*+6m+6

Le trindme du second degré 6m? +6m + 6 a un discriminant A = —108 < 0 et un coefficient
dominant positif donc est toujours strictement positif.

Ainsi, S, est bien une sphére, de centre C,,(1+m,1—m,2m) et derayon R,, = V 6m? + 6m + 6.

2. Pourtout meR, C,, = A+ mu ol Aestle point de coordonnées (1,1,0) et U est le vecteur
de coordonnées (1,—1,2). Ainsi, I'ensemble des points C,, est une droite, dont une représen-
tation paramétrique est

X = 1+m
y = 1-m, meR
zZ = 2m

3. Si m et m' sont deux réels distincts, alors C,, et C,, n’ont pas la méme hauteur, donc C,, #
Chy.
Pour les rayons, il s’agit de résoudre R,, = R,,,. Par positivité vue a la question 1,
Ry =R,y < 6m?+6m+6=6m"”+6m'+6
= m*+m-m?-m'=0
= m-mH(m+mh)+m-mH=0
— m-mH(m+m' +1)=0
Or, m—m' estnon-nulcar m# m’,dou R, =R,y < m' =-1-m.
Cela signifie qu'il y a toujours une autre sphére de la famille qui a le méme rayon que S,

sauflorsque m = —1 — m, ce qui équivaut a m = -

4. Soit M(x, y,z) un point de I'espace. Si M appartient a S, et S,y pour m et m’ distincts, alors
(x, y, z) vérifie
x2+y2+22—2x—2y—4+2m(—x+y—2z—3) =0
{ X+ Y2+ 22 —2x-2y—4+2m/(~x+y-2z-3)=0.

En faisant la différence de ces deux équations et comme m # m’, on obtient
-x+y—-2z-3=0,

ce qui est'’équation d'un plan P. On va donc se contenter de chercher les points communs

a toutes les spheres dans ce plan.

VmeR,MeS,,
VmeR MeS,,, < { Cx+y-27-3=0
2, .2, .2 -
1 * +y +z°-2x-2y—-4=0
-x+y—-2z-3=0

— MePnS



Maths PTSI CORRIGE CONCOURS BLANC 28/05/2025

On est donc ramené a I'étude de 'intersection d'un plan et d'une sphere. On détermine la
distance de Cy a P.

|[-1+1-2x0-3| 3 3
d(Co,P) = :—:\/j<\/5:R
’ VEDZH1)2+ (=22 Ve V2 ’

Lensemble recherché est donc bien un cercle.

3 3
Son rayon est \/R3 — d(Co, P)> = /6 — 2= 75

Notons B(a, b, c) le projeté orthogonal de Cy sur P (c’est le centre de cercle que nous cher-
chons). Alors, C—()fi’(a —1,b-1,¢) est colinéaire a 72 (—1, 1, —2), vecteur normal au plan. C’est-
a-dire qu’il existe A e R tel que (a—1,b—1,¢) = A(-1,1,-2) c’est-a-dire (a,b,c) = (1-A,1+
A,—21). Or, B € P, donc ses coordonnées doivent vérifier I'équation du plan et on a

—-1-A)+0+A)+41-3=0,

1
ce qui donne A = > et donc (a, b,c) =

3
33 —1). Finalement, I’ensemble des points com-

muns a toutes les spheres S, est le cercle C

13 3
de centreB(—,—,—l), derayon —, dansleplan P: —-x+y—-2z—-3.
22 V2

5. Soit M(x, y,z) un point de I’espace.
Si M n’appartient pas a P, alors —x+ y —2z —3 # 0, donc pour le parametre

Xy HZE-2x-2y—4
- 2(-x+y-2z-3)

onaque M eS,,.

Si M appartient a P, alors, d’apres le raisonnement mené a la question précédente, l'inter-
section de toute sphere S, avec P est le cercle C. Ainsi, les points hors du cercle ne sont sur
aucune sphere S;,.

L'ensemble des points n'appartenant a aucune sphere S,, est P \C.

6. Soit M(x, y,z) un point de I’espace. Alors

MeP,, = C,ML0OC,
— CyyM-0C,, =0
= x-1-mA+m+y-1+m(1-m)+(z-2m)2m=0

= Q+mx+(m-1)y+2mz—2-6m*=0

(1+m)x+(1-m)y+2mz—2-6m* =0 est une équation de P,,.

7. Soit M(x, y,z) un point de I'’espace. Alors

x—y = 2

MEPoﬂP_lﬂpl <~ 2x+2z = 8
—-2y—-2z = 8

x—y = 2

4 2x+2z = 8

2x-2y = 16

x—-y = 2

< { 2x+2z = 8

0 = 12
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Ce systeme n’a pas de solutions. Ainsi, Py, P-1,’P; n'ont pas de point en commun, donc a
fortiori,

il n’existe aucun point appartenant a tous les plans Py,,.

8. Soient m et m’ deux réels distincts. On note v,,,(1 + m, m —1,2m) un vecteur normal a P,, et

e

v, (1+m',m'—1,2m') un vecteur normal a P, ,.

—

Alors vy, A V), a pour coordonnées (2(m' — m),2(m—m'), 2m—m'). Comme m— m' est non-
nul, on en déduit que ce vecteur n’est pas nul et donc que les plans P,, et P, ne sont paral-
leles. Leur intersection est donc bien une

1 e

droite, dirigée par ——— v,, A U, de coordonnées (—1,1,1).
8P =) ' N U ( )

9. Soit M(x, y, z) un point de 'espace. Ce point appartient a I'un des plans P, s'il existe m € R,
telque (1+m)x+(1— m)y+2mz—2—6m2 =0, c’est-a-dire sil’équation —6m®+ (x—y+2z)m+
(x+y—2) =0d’inconnue m € R admet au moins une solution. Comme il s’agit d'un trinobme
du second degré, c’est le cas si et seulement si son discriminant Ay, ), . est positif.

Ay yz=(X—y+22)*+24(x+y—2)
:x2+y2+4z2—2xy+4xz—4yz+24x+24y—48

Ainsi,

G a pour inéquation x* + y? + 4z —2xy + 4xz—4yz +24x +24y > 48 | et il est facile de véri-

fier que

Avecl’aide de Geogebra, on peut observer qu’il s’agit d'une portion de I'espace délimitée par
un cylindre parabolique.

Exercice 2 -
Préliminaires

1. On a, au voisinage de 0 :

2 u3 u4

u
n(l+w=u——+—-—+-u’+o0(u’)
2 3 4 5

ala—1
(1+u)“:1+au+%u2+o(u2)

2. Lafonction x — In(x + V x2 + 1) est dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée
est donnée par :

X xX+Vx2+1

1+
i(lfl(x+\/x2+1)): Va2l . VaP+l

dx X+ x2+1_x+\/x2+1_\/x2+1

3. La fonction f est définie sur R* qui est un domaine symétrique. Notons par ailleurs que,

pour tout x € R*,
1
f(x) =exp (;ln(x+ VX2 + 1)

)
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de sorte que,
- 2
[ =e _ixln(‘“m))=exp(7lln((m_x)xx+—x“))

X+Vxi+1
-1 (x2+1—x2 )) (—1 ( 1 ))
=exp|—In =exp|—In

X X+vVx2+1 X X+vVx2+1
1
= exp ;ln(x+\/x2+1) = f(x).

Dong, f est bien une fonction paire.
Partie A

4. Notons tout d’abord que, pour x voisin de 0 :

ln(x+ \/x2+1) = ln(1+x+%x2—%x4+o(x5)

x—0

2

1 1
Posons alors u = x + - x”~ §x4 +0(x°).Ona:

1 1
u=x+-x*-=x*+o(x)
2 8

2 1o 14 s _ .2, 3,14 1g 5
U =[x+=x"—=x"+o(x’)| =x"+x°+-x"-=x"+0(x)
2 8 4 4
3

u’ = x+1x2—1x4+0(x5) :x3+§x4+§x5+0(x5)

2 8 2 4

1 1 s\ _ 4,505 5
O L +o(x°)| =x"+2x°+0(x°)

1, 1 >
uw = x+§x2—§x4+o(x5) =x°+0(x°)

Par ailleurs, u ~, % Donc, u° ~ x°. D'oty, 0 (u’) = o(x°).
X— X—
De sorte que,

ln(x+\/x2+1) = u—u—+u——u—+lu5+0(u5)

1 1 1 1 1 3 3
= x+-xt—-xt—- x2+x3+—x4——x5)+— x3+—x4+—x5)
x—0 2 8 2 4 4 3 2 4
1 1
—Z(x4+2x5)+gx5+o(x5)

- x- 1y ixS+0(x5)
x—0 6 40

qui est bien le résultat demandé.

5. Onaalors:

f(x):exp(iln(x+\/x2+1)) = eXP(i(x—lx3+%x5+o(x5)))

x—0 6

1, 3 4 4) ( 1, 3 4 4)
= exp|l—-=x"+—x"+0(x = exexp|——=x"+—x"+o0(x
x—0 p( 6 40 ( ) x—0 P 6 40 ( )
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10.

1 3
Posons u = —gxz + EX4 +o0 (x4). On a u — 0 lorsque x — 0. Par ailleurs,

2
u
exp(u) = 1+u+ ?+0(u4)

u—

Comme pour la question précédente, on a o (u*) = o (x*). Par ailleurs,

p=—ty2 3 +o0(xh)
6 40
2
uz—(—lx2+ix +o(x )) :ix4+o(x4)
6 40 36

De sorte que,

1 3 1 e de
f(x)—eX(l——x +—x'+—=x"+o(x 4)):e——x2+—x4+0(x4)
6 40 72 6 45

. f admet un développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0, donc en particulier a 'ordre

0, et le terme d’ordre 0 est e. Donc, f est prolongeable par continuité en posant 0 en posant

1) =e.

. Ce prolongement est dérivable en 0 puisque f admet un développement limité a 'ordre 1.

De plus, le terme d’ordre 1 dans le développement limité de f est nul, donc f '"0) =

. Lafonction f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R*. En uti-

lisant le résultat de la question 2, on obtient, pour tout x #0 :

1 1 1 fx X
! . 2 - _ 2
f(x) ( x21n(x+\/x +l)+x><\/xz_+) f( Xx) = 2 ( = ]n(x+\/x +1))

d’ou le résultat demandé en posant

(a) Déterminons le développement limité a 'ordre 3 de ¢. En utilisant le résultat de la
question 4,on a:

w(x):xX(l—%xz) (x—éx3)+o(x3)=—%x3+o( ’)
(b) On aalors
1
') = fx) x (—§x+ O(x))

Or, il a été établi que lirr(l) f(x) = 0. D’out par produit de limites, liII(l) f'(x) =0=f(0).
X— X—

Dong, f’ est continue en 0.
De plus, f est de classe C! sur R* comme composée de fonctions de classe C' sur R*.
Dongc, f estbien de classe ClsurR.

Notons tout d’abord que pour tout x € R}
ln(x+\/x2+1) In(x) ln(1+ 1+x—12)
= +
X X X
o In(x) . ) .. .
Or, hrp =0 par croissance comparée. De plus, par composition et quotient de
xX—+00 X

ln(1+,/1+é) ln(x+ x2+1)
limites usuelles, lim =0. Ainsi, lim

X—+00 X—+00
Puis par composition avec la foncuon exponentielle, hm f (x)=1.

=0.

Par parité de f, on en déduit que xl_l,r_n fx)=1.
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11. (a) Lafonction ¢ est dérivable sur R et pour tout xe R :
') = 1 x? 1 B x? <0
2+l (2412 Vel (a2+1)P?

Donc, ¢ est décroissante sur R.
(b) Ona¢(0) =0—-1In(1) =0. De plus, ¢ est décroissante sur R donc
e Vx<0, ¢x)=0;
e Vx>0, ¢x)<0.
fx)

(c) On a vu a la question 8 que pour tout x # 0, f'(x) = ?(p(x). Or, f est positive sur

R*, donc f’ est du signe de ¢ sur R*. Grace a la question précédente, on en déduit le
tableau de signes de f” et le tableau de variations de f surR:

X —00 0 +00
f'(x) + 0 -
e
Variations
de f
1 1

12. D’apres le développement limité effectué a la question 9.(a), on a:
2

f(x)—e(l—x—

4
5 :+—ex4+0(x4)>0

45

2
Donc, la courbe représentative de f se situe au dessus de la parabole d’équation y = e (1 — E)
au voisinage de 0.

On obtient la courbe suivante, ol la courbe représentative de f est tracée en vert, la para-
2

X L . R

bole d’équation y =e (1 - K) est tracée en bleue, et la droite d’équation y = 1 (asymptote a

la courbe en +o0) est tracée en rouge :

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Partie B
13. Rappelons le développement limité de f en 0, obtenu a la question 5:

e , 4de 4 4
X) = e——x"+—x +o0|x
f()x—>0 6 45 ( )

Par théoréme de primitivation de développement limité, on a :

e 4e 5 e 3 4de ¢ 5
Fo = F(0)+ex——x +—x"+0(x") = ex——x*+—x"+0(x%)
18 225 x—0 18 225
De sorte que, pour x #0 :
e 4e
Hx) = e-—x*+—x"+o0(x"
x—=0 18 225

14. En particulier, lin}) H(x)=e= f(0) = H(0).
x—»
Donc, H est continue en 0.

15. La fonction F est de classe C? sur R, comme primitive d'une fonction de classe C LsurR,.
Ainsi, H est C? sur R’ comme quotient de fonctions de classe C? sur R,, dont le dénomina-
teur s’annule en 0.

De plus, H admet un développement limité a I'ordre 4 en 0, donc H est deux fois dérivable
enOetona:
H@©0=0 e H'0)=--

16. (a) F étantla primitive de f quis’annuleen0,ona:

VxeR:, ff(t)dt——[F(t)] Fo - FO) F;x):H(x)

(b) Notons tout d’abord que pour x =0, on a H(x) = H(0) = f(0) et I'inégalité demandée
est trivialement vérifiée.
Soit maintenant x € R} . La fonction f est décroissante sur R’ (question 11.(c)) donc en
particulier f est décroissante sur [0, x]. Ainsi,

1 r* 1 r* 1
= — > — = — =
H) =~ fo fnde> - fo fl)dr=xxf (0= f(0)

17. Lafonction H est dérivable sur R., et :

VieR:, H'(x)= *f(¥) - Fx)

Or, d’apres la question précédente, H(x) > f(x) donc xH(x) > xf(x), d’'ou F(x) > xf(x). En
particulier, H'(x) # 0 sur R} (et aussi sur R, puisque H'(0) = 0). Ainsi, H est décroissante sur
R.

Exercice 3 -

1. (a) Alinstant 0, la puce strouve sur le sommet 1. Ainsi, d’apres les données de I'énoncé, a

2
I'instant 1, la puce se trouve sur le sommet 1 avec la probabilité 3 et sur le sommet 3

1
avec la probabilité 3 Autrement dit, la loi de X; est donnée par :

X 2 4

P(Xj=x) 0 0

WwWin =
Wl w
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(b) Ona:
2 1 5
E(X))=1x=4+3x===
3 3 3
Et d’apres le théoreme de transfert,
2 1 11
EX)=12x-+3%x-=—
3 3 3
D’oti, d’apres la formule de Kénig-Huygens,
V(X)) = E(X?) - E(X )2_2—2—5_§
oA Y3 9 T

2. On applique la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements {[X; =
1], [ Xy =21, [X; =3],[X; =41} :

PXp=1)=P([X1=1In[Xo=1)+P([X1 =2In[X, =1]) + P([X; =3]n[X2 =1]) + P([X1 =4I n[X2 = 1])
=P(X1=1) x Px;=1[Xo = 1]+ P(X; =3) x Px,=3(Xo = 1)
2 21

=ZxZ4+-x0
373 3

O |~

De méme,

P(X,=2)=P([X1=1In[X2=2])+ P([X1 =2In[X, =2]) + P([X1 =3I N [X2 =2]) + P([X; =4I N [X2 = 2])
=P(X1 =1) x Px;=1[Xp = 2] + P(X; = 3) x Px,=3(X2 = 2)

2 1 1
=—x0+=-x=
3 3 2
_1
6

P(X;=3)=P([X, = 11N [X2 =31) + P(IX1 = 2] n [Xz = 3]) + P(IX; =31 N [Xz = 3]) + P(1X1 = 4] N [X; = 3])
=P(X1 =1) x Px,=1[X2 = 3]+ P(X; = 3) x Px,=3(X2 =3)

2 1 1
==—x—=—+4+=x0
3 3 3
2

9

PX2=4)=P([X1=1In[X2=4])+ P([X1 =2In[X, =4]) + P([X1 =31 N [X2 =4]) + P([X1 =4I N [X2 = 4])
=P(X1=1)xPx=1[Xo =4] + P(X; =3) x Px;=3(Xp = 4)

2 1 1
=—x0+=-x=
3 3 2
_1
6

En résumé, la loi de X, est donnée par :

X 112314
4171121
PX=21351519%
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3. (a) Soit n > 2 un entier. Les évenements [X,, = 1], [X,, = 2], [X,, = 3] et [X,, = 4] forment
un systeme complet d’évenements de probabilités non nulles. Donc d’aprés la formule
des probabilités totales, on a :

P(Xp41=1) = Px,=1(Xp+1 = DP(Xp)+Px,=2(Xps1 = DP(Xy, = 2)+ Py, =3(Xp41 = )P(X;, = 3)+Px,=4

2 1
Or, d’apres I'énoncé, Px, -1(X;+1 =1) = 3 Px,—2(Xps1=1) = > et Px, —3(Xu41=1) =
PXn:4(Xn+1 = 1) =0. Ainsi,

2 1
P(Xpi1=1) = gP(Xn =1)+ EP(Xn =2).
(b) Deméme, ona:
1 1
P(Xp1=2)= Ep(Xn =3)+ §P(Xn =4);
1 1
P(Xy41=3)= §P(Xn =D+ EP(Xn =2);
1 2
P(X,1=4)= EP(Xn =3)+ §P(Xn =4).
(c) Enreprenant les résultats des questions 1.(a) et 2, on a bien :

PXi=1)= 2 = —P(XO =1+ %P(XO =0);

3
P(X;=2)= OZ%P(X0—3)+;P(X0—4),
1 1 1
P(X;=3)= 5 = §P(X0: 1)+5P(X0=2);
P(X;=4)=0= %P(X0:3)+§P(X0:4),
et,

4 2 1
P(X2:1)=§ 3 (X1—1)+2P(X1 2);
1 1 1
P(XZZZ):E > P(X; = 3)+§P(X1:4);
P(X2=3)=g lP(X1—1)+1P(X1 2);
9 3 2
1 1 2
P(X2:4):EZEP(X1=3)+§P(X1:4).

Donc, les relations précédentes sont encore valables pour n=1et n=0.
(d) Pour tout n € N, les évenements [X,, = 1], [X, = 2], [X,, = 3] et [X;, = 4] forment un
systeme complet d’événements, et donc

P(X,=1)+P(X,=2)+P(X,=3)+P(X,=4)=1.
4. D’apres les relations établies précédemment, on a :
2 1
P(Xps1=1) = §P(Xn =1+ EP(Xn =2);
1 1
P(Xp+1=2) = EP(Xn =3)+ §P(Xn =4);

1 1
P(Xps1=3) = ZP(Xy =1+ 2P(X, =2).
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Or,
PX,=1)+P(X,=2)+P(X,=3)+P(X,=4)=1.
Donc,
PD,)=1-PX,,=1)-P(X,,=2)-P(X,,=3).
Et donc,
1 1 1 1
P(X,41=2)= —§P(Xn =1)- gP(Xn =2)+ EP(X" =3)+ 3
Dés lors,
2P(X —1)+1P(X =2)
P(Xpi1=1) 1 2 )
Up1=|PXps1=2)|=|-=P(X,,=1) - §P(Xn =2)+ EP(X” =3)+ 3
P(Xn1=3) 1 1
—P(X,=1)+-P(X;,=2)
3 2
Or,

W =

) ( 4 3 0) (P(an)) (0)
AU,+B==|-2 -2 1||P&x,=2|+=]|1
2 3 o/\pPx,=3) 0
2 1

SPXn =1+ 2P, =2)
= —lp(x,l:1)—llD(Xn:2)+11f>(Xn=3)+l
3 . I 3

FPn =1+ 2 P(X, =2)

=Un+1-

a
5. (a) Posons L= (b) avec a, b, c € R. Alors,
c

2 1
a= —a+ =b
3 2
1 1 1
<~ {b= —-——a- —-b+ —-c+ =
3 3 6 3
1 1
c= —-a+ =b
3
1
—a- =b = 0
3 2
1 4 1 1
— < -a+ -b- —-c= -
3 3 3
1 1
-—a—- —-b+ ¢= 0
3 2
On résout ce systeme par la méthode du pivot de Gauss :
1 1 1
-a- =b = 0 —a—- =b = 0
3 2 3
1 4 1 1 - 5 5 1
{ —a+ —bh- -—c= - ZETZ 2b+ 2c= -
3 3 3 6 3
1 1 1
-——a—- —-b+ c¢= 0 -——a— —b+ c= 0
3 2 2
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1 1
1 1 _
_ —a— —-b = 0
—a— Eb = 0 3 2
L3—L3+L 5 1 L3<—L3+§L2 5 5 1
- —b+ —c= - b+ —c= o
6 3 6 g
-b+ ¢= 0 +2c= -
5
D’ou
3
a= —
10
1
1b= =
5
1
c= =
5

Et donc, 'unique vecteur L qui vérifie L= AL+ Best L=

Gl o =S| w

(b) Notons P;, la proposition « U,, = A" (Uy — L) + B ».
Initialisation (n=0) :
A’(Uy—- L)+ L=I(Uy— L)+ L=Uy— L+ L= Uydonc P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que
Pn+1 est vraie. D’apres ce qui précede, on sait que L = AL+ B et que U4+ = AU, + B.
D’autre part, par hypotheése de récurrence, on sait que U, = A" (Uy — L) + L donc on en
déduit que :

Ups1= AU, +B=A(A"(Up— L)+ L)+ B= A" (Uy— L)+ AL+ B= A" (Uy— L) + L.

Donc, P,+1 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n

dans N a savoir :
VneN, U,=A"Uy—-L)+L

6. (a) Calculons RQ:

1 1 3 0 -5 -5 10 0 O
RQ=|-1 -2 -1||-2 -4 2 |=]10 10 O |=101.
-1 2 1 4 3 1 0 0 10

Ainsi, R est inversible, et

0 1 1

2

R*:LQ: 1 _é 1
10

25 35 ?

5 10 10
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(b) Calculons CR—RD:

4 3 0\/1 1 3 1 1 3)}(1 0 O
CR-RD=|(-2 -2 1||-1 -2 —-1|-|-1 -2 —-1]|0 -2 O
2 3 0)\-1 2 1 -1 2 1)\0 0 3
1 -2 9 1 -2 9
=-1 4 -=-3|-|-1 4 -3
-1 -4 3 -1 -4 3
0 0O
=10 0 O
0 0O

1 n
(c) Notons Py, la proposition : « A" = (8) RD"R™'».

10
Initialisation (n=0): A” = I; et (6) RD°R™!=1xRIR™! = RR' = I donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P, vraie et montrons que
Pp+1 est vraie. D’apres ce qui précéde, CR = RD et R est inversible, donc C = RDR™.

1
Par ailleurs, C =6A donc A = ERDR_I. D’autre part, par hypothése de récurrence, on

1 n
saitque A" = (6) RD"R™!, donc on en déduit que :

n+l n 1\" np-1 1 -1 1\" 1 np-1 -1
A =A"xA=|=| RD"R""x=RDR "=|=-| x=xRD"R "RDR
6 6 6 6
1 n+1 1 n+1
= (—) RD"ILDR ' = (—) RD"R™!
6 6
donc P, est vraie et ainsi la proposition est héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

1 n
VneN, A" = (g) RD"R7!,

7. Calculons A" grace ala formule obtenue a la question précédente :

nln np-1
A"=|-| RD"R
11
1 1 3Y(1 0 0 O_g_ﬁ
1\" 1 1
:g) -1 -2 —-1|lo =2 o]|-2 -2 :Z
12 1)l o 3| P 3
5 10 10
11
1 -2 9 O_g_i
1\" B 1 I
—(5) EEERVRNEY | N
-1 -4 3 25 35?
5 10 10
a4 30
:(_) 2 2 1
6/ 12 3 o

12
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Des lors :

U,=A"Uy—-L)+L

[ 3 3
10 10
1\" 4 3 1 ) 1
2 3 o] |3 ;
; 5 5
7 3
4 3 10 10
1\" 1 1
:(g) (—2 —2 1) M
2 3 0)| 3 3
5 5
11 3
5 10
(1)” 6 1
=\|— — |+ —_
6 5 5
4 1
5 5
1 n
Or, lim (—) =0.Donc:
n—+oo\ 6
3
10
) 1
U= lim U,=| =
n—+oo 5
1
5

Enfin, on avu ala question 1.(d) que P(X,, = 1)+ P(X,, =2)+ P(X,, =3) + P(X,, =4) = 1. Donc,

. . 3 1 1 3
lim P(X,=4)=1- lim (P(X,=1)+P(X,=2)+P(X,=3))=1 =
n—+oo n—+oo

Exercice 4 —
1. Unexemple -
(a) Soit A€ Retsoient X =(x,y,2)eR’et X' =(x',y,2z) R, ona:
fAX+X)=f(Ax, 5,2+ (X, Y, 2")
=fAx+x", Ay+y Az +2")
=Ax+xX' +Ay+y -2z+2), Ax+x +Ay+y -2Az+ ), Ax+ X'+ Ay+y' -2(Az+z
=AMx+y-22)+x +y -2 AMx+y-22)+x'+y -2, Ax+y-22)+x' +y - 22)
=Af(x,y,2) + f(x,y,2)
Lapplication f est donc bien .
(b) Soit (x, y,z)€R3.Ona
fofx, 3,2 =f(f(x,y2)
=f(x+y-2z,x+y-2z,x+y—22)

=(Xx+y—-2z+x+y—2z-2(x+y—22),%,%)
=(0,0,0).

Cela signifie que f o f est [l’endomorphisme nul de [R{ﬂ.

13
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(©

(d)

(e)

Soit (x,,2) € R>. Alors (x,y,2) € Ker(f) & x+y—-2z=0 <= x = —y+2z. Ainsi on
trouve
Ker(f) = {(_y+2Zy J/» Z) | (y) Z) € Rz} :VeCt((_ly 1,0), (2)0) 1))-

La famille (-1,1,0),(2,0,1) est génératrice de Ker(f) par définition et libre car compo-
sée de deux vecteurs non-colinéaires. Ainsi c’est une [base de Ker(f )J.

Comme la famille (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) est une famille génératrice de R3 on en dé-
duit que
Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))
=Vect((1,1,1),(1,1,1),(-2,-2,-2))
=Vect((1,1,1)).

La famille ((1,1,1)) est génératrice de Im(f) par définition et libre car composée d'un

seul vecteur, qui est non-nul. Donc c’est une | base de Im(f) |.

Ona(1,1,1) =(-1,1,0) + (2,0,1). Ainsi (1,1,1) € Ker(f) et donc Vect(1,1,1) c Ker(f) car
le noyau est un espace vectoriel. On a bien : Im(f) < Ker(f).

Remarque : On aurait aussi pu calculer f(1,1,1) et vérifier que cela faisait bien Ogs pour
montrer que (1,1, 1) € Ker(f).

D’apres la question 1.(c), on voit que dim(Ker(f)) = 2. De plus la famille ((3,2,1)) est
génératrice de Vect((3,2,1)) et libre car composée d'un unique vecteur, qui est non-
nul. Donc cette famille est une base de Vect((3,2,1)). Ainsi dim(Vect((3,2,1))) = 1. On
obtient donc

dim(Vect((3,2,1))) +dim(Ker(f)) = 1 +2 = 3 = dim (R*)

Soit u € Vect((3,2,1)) n Ker(f), alors il existe A € R tel que u = A(3,2,1) = (34,24, 1). De
plus, u € Ker(f) donc f(u) = Ogs soit f(31,24,A) = (0,0,0) i.e. BA+241—-21,31+ 21—
21,31 +21-21) = (0,0,0). On en déduit que 31 = 0 puis que u = (0,0,0). Ainsi on a
montré que

Vect((3,2,1)) nKer(f) = {(0,0,0)}

Ainsion abien (Vect((3,2,1)) @ Ker(f) = R

2. Un premier résultat -

(@)

(b)

(c)

Soit x € Im(f). Alors il existe a € E tel que x = f(a). Ainsi

fx)=f(f(a)=fof(a)=0(a)=0g.

Donc x € Ker(f). On a ainsi montré que {Im(f) c Ker(f)}.

Comme f n’est pas 'endomorphisme nul, on a Im(f) # {0g} et donc dim(Im(f)) > 1.
De plus d’apres ce qui précede et le théoreme du rang

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) =3 -dim(Im(f)) ie. 2dim(Im(f))<3.

On en déduit que
1 <dim(Im(f)) <

N w

Ainsi on a bien (dim(lm( M= 1}.
Comme x € Im(f) on en déduit que Vect(x) c Im(f) (car Im(f) est un espace vectoriel).
De plus, comme x est un vecteur non-nul, on a dim(Vect(x)) = 1 = dim(Im(f)). Ainsi

Vect(x) = Im(f). |
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(d) Comme f(a) # O alors a # 0 et donc dim(Vect(a)) = 1. De plus d’apres le théoréme
du rang
dim(Ker(f)) =3 -dim(Im(f))=3-2=1.

Ainsi on en déduit que

dim(Vect(a)) + dim(Ker(f)) =142 =3 =dim(E)

Soit y € Vect(a) nKer(f). Alors il existe A € R tel que y = Aa. De plus, y € Ker(f) donc
f(») =0g.0Or f(y) = f(Aa) = Af(a) = Ax. On en déduit que Ax = 0. Comme x # Op
alors A =0 et donc y = 0. On a ainsi montré que

Vect(a) nKer(f) =1{0g}

On a donc bien [Vect(a) @ Ker(f) = E]

3. Un deuxiéme résultat -

(a) Pourles mémesraisons qu’ala question précédente onalm(f) c Ker(f) etdim(Im(f)) >
1. Ainsi d’apres ce qui précede et le théoreme du rang

dim(Im(f)) < dim(Ker(f)) =4 —-dim(Im(f))
On en déduit que
1 <dim(Im(f)) <2ie. dim(Im(f))€{1,2}.
(b) On atoujours Im(f) < Ker(f). Par ailleurs, d’apres le théoréme du rang

dim(ker(f)) =4 —dim(Im(f)) =4 -2 =2 = dim(Im(f)).

Ainsi on a montré que [Im( f) =Ker(f )].

(c) Montrons que la famille (a;, az, x1, x2) est libre. Soit (/11, A2, U1, ,Ltg) e R* tel que
Alal + /12(12 + U1 X1+ UpXo = Of.
En appliquant f on obtient

FOp) =f(Aar+Azaz + 1 x1 + pox2)
=M f (@) + Ao f (az) + pa f (1) + pa f (x2)
= Aixy + Aexp + i f (f (@) + pa f (f (a2))
=A1x1+ A2

On obtient donc A; x; + A2x3 = 0. Comme la famille (x1, x») est une base de Im(f), elle
est libre et donc A; = A, = 0. En injectant cela dans (x), on obtient p; x; + g2 x2 = O, ce
qui nous donne pour les mémes raisons que précédemment p; = uo = 0. Ainsi la famille
(a1, az, X1, x2) est libre. De plus elle a 4 = dim(E) éléments. C’est donc une .

(d) Comme la famille (a1, a») est une sous-famille de (a;, a», x1, x2), elle estlibre. C’est donc
une base de Vect (ay, az). De plus (x1, x2) est une base de Im(f) et Im(f) = Ker(f). Donc
(x1,x2) est une base de Ker(f). En concaténant ces deux bases, on a obtenu une base
de E (d’apres la question précédente) donc on a bien [Vect (a1, ax) ®Ker(f) = E}
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