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CORRIGE DEVOIR MAISON 2 I
Exercice 1 -

1. Le domaine de définition de f est

2. f ne peut pas étre périodique, car son domaine de définition ne le permet pas.
D est symétrique par rapport a 0 et pour tout x € R*, on a

fl=x)= 2arctan(_7x) + —ix = —Zarctan(g) —; =—f(x).

Donc ’ f estimpaire ‘ On va donc restreindre la suite de cette étude a| D' = R?.

3. Les limites ne présentent pas de forme indéterminées. On a immédiatement que

Jig 7= vee,Jip =

f est dérivable sur D' et pour tout x € D', on a

: 2
1+(3)?2 x2
42
Ta+x2 X2
_Ax*-2(4+x%)
T @A+ x2)x2
_2(x%-4)

T 4+ x2)x2

fllx)=2

Comme le dénominateur de cette expression est toujours strictement positif, le signe de
f'(x) est celui de (x* —4). On en déduit le tableau de variation de f :

X 0 2 +00
f1(x) - 0 +
+00 7
h T, —
2

4. D’apres 3.,|Cy admet une asymptote verticale d'équation x=0en 0" |et une

’ asymptote horizontale d’équation y = 7 en +00|.

Comme | est croissante au voisinage de +oo, | Cr est en-dessous de cette asymptote |.

) < . . . 2
5. L'équation de la tangente T au point d’abscisse 7 est

o rer()e-3)3)

or 72— 2((%)2_4) _ =58 _3
4% [ ()
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Exercice 2 — Soit z € C. Alors, en posant y = z*, ona
(B) = y*+(1-iy—-(@2+2i)=0.
Lexpression polynémiale y* + (1 — i)y — (2 + 2i) a pour discriminant
A=(1-10)*+4(2+2i) =8+6i.

On détermine une racine carrée de A. Soit d = a+ ib avec a, b € R. Alors,

6 =N = 2ab = 8 <«— 2ab = 6 < b—3
a+b*> = 10 a+b*> = 10 T a

Ainsi, 3 + i est un racine carrée de A.
A #0, donc y2 +(1—-1)y—(2+2i) adeuxracines y; et y» avec

_i—1+3+i_1+i _i—1—3—i_
= 2 = V2= 2 =

On en déduit que
(B) = ye{-2,1+i} = z'e{-2,1+1i}.

Déterminons a présent les racines quatriemes de -2 et 1 + i.
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—2 =2¢€"", donc ses racines quatriémes sont
4 iz 4 j(E42m 4 j(E 44 4 i(Z 457
Vielt, Y20+ YaelGHD, Y6l

c’est-a-dire : , S ,
i i 3m ;57 ;7
V2els, Vo2el'n, V2elr, V2el'r.

T . .s
1+i= \/E e's , donc ses racines quatriemes sont
4 A 4 (L 2n 4 j(Z 4 4n 4 j(I 61
VV2e's, 1/ 2el(16+4)’ \V V2elt6t ) \/\/éel(16+4),

8 ] L 8 j 91 8 j L7 8 j 257
V2ells, V2ells, V2ells, V2elTs

Finalement, '’ensemble des solutions de (E) est

{f/iei%, V2elT, V26T, V2elt, Y2eifs, V2el%, Y26l %eizf_g}

c’est-a-dire :

Exercice 3 -
1. Lafonction f est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables. On a pour x € RY,
2
fl(x)= —— - Ainsi pour tout x € RY, f'(x) < 0 doncla fonction f est strictement décroissante
X

sur R}. En particulier, elle est strictement décroissante sur [1,3]. On a f(1) =3 et f(3) =

2
1+ 3 = 3 On a alors le tableau de variations suivant :
X 1 3
Signe de B
f'(x)
3

Variations \
de f 5

5
2. Onremarque que 3 > 1donc

[5
=3
3

3. Raisonnons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P (n) : « u, est bien défini et u, € [1,3] »

5
3’ 3] < [1,3]. Or d’apres la question précédente, ona: f([1,3])

donc|( f(11,3)) = [1,3]).

Initialisation Pour n =0, on a uy = 1 d’apres I'énoncé donc u existe et ug € [1,3].

Hérédité Soit n € N. On suppose P(n) vraie. Montrons qu’alors, P(n + 1) I'est aussi. On sait
donc que u, existe et que u, € [1,3]. Comme f est définie sur ]0, +oo| et [1, 3] <]0, +o0,
Un+1 = f (uy) est bien définie. Par ailleurs, comme, d’aprés la question précédente,
f(1,3]) < [1,3] et que d’apres I'hypothese de récurrence u, € [1,3], on a bien u,4; =
f (uy) €[1,3]. Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion D’apres le principe de récurrence, on a démontré que P(n) est vraie pour tout
neN.

4. (a) SoitneN.
Un+1 = Un(ne1) = Uzpaz = f (Uans1) = f(f (U2n)) = fo f (0p) = g (vp)
Ainsi, pour tout n €N, .

3
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(b) Onavp=up=1letvy=ux = f(f(u1)) = f(f(1) = f(3) :g.Onadoncm.

(c) Raisonnons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : « v, < Upt1 ».

wlo

Initialisation Pour n =0, on a bien vy < v; d’apres la question précédente. Donc P(0)
est vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Montrons qu’alors P(n+1) est vraie. D’apreés
I'hypothese de récurrence, on a donc v, < v,+1. Appliquons alors deux fois la fonc-
tion f qui est décroissante d’apres la question 2. [l vient alors f (vy,) = f (vs+1) puis
f(f W) < F(f (wn+1)) Cest a dire, g (vy) < g (vps1) 0u, d’apres la question 4.(a),
Un+1 < Upgao. Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

Conclusion D’apres le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N. Donc
(vy,) est croissante.

5. (a) On suit le méme raisonnement qu’a la question 5.(a). Soit n € N.

Wnt1 = Up(ne1)+1 = Uan+3 = f (Uzns2) = [ (f Wan+1)) = fo f (wn) = g (wy)

Ainsi, pour tout n €N, .

(b) On suit le raisonnement des questions 5.(b) et 5.(c).

11
D’abord wyg = u; = f(1) =3 et wy; = us = f(up) = —. Ainsi, | wy > w; |. Puis, on dé-
o =u1 = f(1) 1= uz = f(u) =

montre par récurrence, comme a la question 5.(c) que (w;,) est décroissante. Pour tout

neN,onpose P(n):« w1 < Wy ».

Initialisation Pour n = 0, on a bien w; < wy d’apres ce qui précede. Donc P(0) est
vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Montrons qu’alors P(n+1) est vraie. D’apres
I'hypothese de récurrence, on a donc w;,+; < wy,. Appliquons alors deux fois la
fonction f qui est décroissante d’aprés la question 2 . Il vient alors f(w,+1) =
f (wy) puis f(f (wn+1)) < f(f (wn) Cest a dire, g (wp+1) < g (wy) ou, d’apres la
question 4.(a), wy+2 < Wy+1- Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion D’apres le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N. Donc

(wy,) est|décroissante ).

6. La suite (v,) est croissante et d’apres la question 4. elle est majorée par 3. Ainsi, d’apres
le théoreme de convergence monotone, (elle converge vers une limite ¢ || De méme, la suite
(wy) est décroissante et d’apres la question 3 . elle est minorée par 1 donc, d’apres le théo-

réeme de convergence monotone, [elle converge vers un réel ¢ '}.
7. Soit x € [1,3]. Alors

0 FF o 1s 2 1y 2 _3x2
gL=TUD =1 g =1 2=

8. Cherchons alors les points fixes de g sur [1, 3]. Soit x € [1,3].

3x+2
g(x)zx@m:x@3x+2:x(x+2)<:>x

2—)C—.Z:O(:)(x+ D(x-2)=0.

Ainsi g a un unique point fixe sur [1,3] qui est .
9. Onapourtout neN, v,+1 = g(v,). On sait que la suite (v,),, converge vers une limite ¢ donc

liIP Vn+1 = £. De plus, la fonction g est continue sur [1,3] (composée de fonctions conti-
n—+oo

nues sur cet intervalle) donc nl—1>I-&I-l g(vy,) = g(#). Ainsi par unicité de la limite, on a g(¢) = ¢.

Or d’apres la question précédente, g posséde un unique point fixe sur [1,3] qui vaut 2 donc
¢ = 2. Ainsi la suite [(vn) n converge vers 2].

On montre exactement de la méme maniére que la suite [( wp), converge vers 2].

4
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10. Nous avons démontré, dans les questions précédentes, que (i) et (u2,+1) convergent vers
la méme limite. Ainsi, d’apres le théoréme des deux suites extraites, (u,) converge vers cette
méme limite. En conclusion, la suite [(un) » converge vers 2].




