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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 1 I

Exercice 1 -

1.

e A=4V4x6-5V16%x6+4V9x6=8v6-20vV6+12v6=0.
x15><x2 xl?
[ B: = — = 20
x3 x3
(1-v3)? 1+v3)?  1-2V3+3+1+2vV3+3 8

= —+ = e = —
(1+v3)(1-v3) (1+V3)(1-V3) (1+v3)(1-v3) 1-3

2. Soit k € N. Notons que le dénominateur est bien non nul, et que ’expression a bien du sens.

Multiplions par la quantité conjuguée, on a :

1 1 VE+1-vk  vVk+1-vVk  Vk+1-Vk

_ — = =Vk+1-Vk
Vk+vVk+1 \/k+1+\/Ex\/k+1—\/E Wk +1)2- (k)2 k+1-k

Exercice 2 -

1.

. nonB est'assertion| VxeR, VyeR, x° # y3.

. nonC estl'assertion | VxeR, Iy eR, (y > XET y* > xz).

. nonD estl'assertion| xR, Iy R, (x <0ET x> ey).

nonA est'assertion:|IxeR, VyeN, (x >youy=>x+ 1).

Montrons que nonA est vraie.
Posons x = 0. Soit y € N quelconque. On distingue deux cas :
e siy=0,alorsx > ydonc x> youU y > x+1 est vraie.

e si y >0, puisque y est entier,onay >1doncy > x+1,donc x> youy > x+1 est
vraie.

Donc, par disjonction de cas, nonA est vraie et donc| A est fausse.

Montrons que B estvraie. Onpose x =lety=1.AlorsxeR, yeRet x>=1= y3.] Donc B est vraie.

Montrons que nonC est vraie.

Soit x e R. Onposey:|x|+1.Alorsy€[R2.Onay>x+1>xety2:|x|2+2|x|+1>|x2|>x2.

Donc nonC est vraie et C est fausse. ‘

D est vraie. Prouvons-le par disjonction de cas sur x.
Soient x et y dans R. Si x > 0, alors x > 0 OU x < e” est vraie.
Si x <0, alors e’ > 0 > x, donc x > 00U x < e’ est vraie. Donc, par disjonction de cas,

D est vraie.

Exercice 3 -

1.

« Silentier n est impair, alors 'entier n? — 1 est divisible par 4. »

2. Supposons que l'entier n est impair. Alors, il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1.

Considéronsuntel k.Ona:
n?-1=QRk+1)?-1=4k> +4k+1-1=4(k>+ k).

Puisque k? + k est un entier, 4(k? + k) est divisible par 4 donc n? — 1 est divisible par 4. On a
montré que :
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Si I'entier n est impair, alors I'entier n* — 1 est divisible par 4.

3. La contraposée a la méme valeur de vérité que I'implication de départ donc

I'assertion de départ est vraie.

Exercice 4 -

1. Equation (E;).
SoitxeR.Ona:

x-1|=13—-x] < x-1=3-x0ux—-1=x-3

<~ 2x=40u-1=-3

— x=2

Ainsi, I'’ensemble des solutions de (E;) est

2. Inéquation (E»).
On proceéde par disjonction de cas.

e résolution sur | —oo;1[. Soit x €] —oo;1[.On a:

3
|x=1|+|13—x|>7 < —x+14+3—x>7 < -2x>3 < x<—5

q
—00; ——|.

Linéquation est donc vérifiée sur 5

e résolution sur [1;3]. Soit x € [1;3].0na:
[x=1|+13—x|>7 < x—-1+3—-x>7 < 2>7

Cecin’est pas possible donc I'inéquation n’est pas vérifiée sur [1; 3].
e résolution sur ]3; +ool. Soit x €]3;+oo[.On a:

1
|x=1|+13—x|>7 < x—-1+x-3>7 < 2x>11 < x>?

11
Or, > > 3. Ainsi, I'inéquation est vérifiée sur | —; +oo]|.
« Bilan.
) . e . 3 11
Lensemble des solutions de I'inéquation est| Sy = | —oo; -3 U - +oo).

3. Equation (Ejz).
Le terme V2 — x est défini si et seulement si 2 — x > 0, donc si et seulement si x < 2.
Si x estunréel dans ]—oo, —1[, alors V2 — x > 0 et x+1 < 0. Doncl’équation n’a pas de solution
sur | —oo,—1][.
Soit x € [-1;2]. Puisque { — £ est strictement croissante sur R*, ona:

(B3) <= (2-x=(x+1)?)
= 2-x=x>+2x+1
— x*+3x-1=0
—3+\/BO -3-V13

ux =

— x=
2 2
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-3—-v13 -
Or, onaT < - <-let9<13<16donc3<v13<4dou
-3+3 -3++v13 -3+4+44 1
0= < < =—.
2 2 2 2
-3++v13
Ainsi, '’ensemble des solutions de 'équation est| S3 = { T }

4. Les termes de I’équation (E,) sont bien définis si et seulement si x € R\ {0, —1}.

Soit x e R\ {0, —1}.

1 1 x+1 X 2x(x+1)
/<2 = <
x x+1 x(x+1) x(x+1) x(x+1)
X+1+x-2x(x+1)
— <0
x(x+1)
—2x2+1
— — <
x(x+1)
2_1
— —-2x 2 <
x(x+1)
On construit le tableau de signes de I'expression de gauche :
1= 0 .
X —00 - — — +00
. V2 V2
X’ - + 0 - 0o +
2
x(x+1) + 0 - 0 +
2_1
Lax 2 - + 0 - + 0 -
x(x+1)

On en conclut que I'ensemble des solutions de (E4) est :

Sy = ] —oo;—l[U [\_/—;,O[U [%ﬁoo[.

5. Les termes de I’équation (E5) sont définis si et seulement si x e R\ {—1,1}.
Soit xe R\ {-1,1}. On a alors :

2 3

+ = +1 = 2x+1)+3(x-1)=5+x*>-1)
x+1 x2-1

x—1
— 5x—1=x*+4

— x*-5x+5=0.
Le discriminant de ce trin6me vaut
A=(-5)2-4x1x5=5>0.

Il admet donc deux racines réelles distinctes :

5—+5
= et =
2 2

X1
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Ces deuxréels sont différents de —1 et de 1 : ils appartiennent donc au domaine de définition
de I'équation.

Finalement, I'’ensemble des solutions de (Es) est

{5—\/5 5+\/5}
S5 = .

2 7 2

6. Equation (Eg).
Soit x € R. Ecrivons x = n+t,avec n = |x] € Z et t € [0, 1]. Alors

[2x] =2n+ 2],
. 1 1 .
et|2¢t] vaut0si0 << > et 1 si 3 < £ < 1. Par conséquent,

12x] =|x]+1 < 2n+|2t] =n+1
— n+|2t] =1.

On distingue deux cas :
1 3
e SiOK 1< 2 alorsn=1,douxe [1;5[.

1 1
o Si§<t< l,alorsn:O,d’oﬁxe[E;l[.

13
Réciproquement, tous les réels de ces deux intervalles vérifient bien I’équation. Ainsi, | Sg = [5, -

:

Exercice 5 - Soit f une fonction réelle définie sur R. On procede par analyse-synthése.
Analyse: On suppose que f = g+ h avec g une fonction définie sur R et qui s’annule en 0, et h
une fonction de la forme x — ae”* avec a € R.
Alors, pour tout x € R, f(x) = g(x) + ae”.
En particulier, pour x = 0, et par hypothése sur g, ona: f(0) = a.
Ainsi, h est la fonction x — f(0) e”.
Et donc, g est la fonction x — f(x) — f(0)e”.
Synthése: Posons g: x— f(x)— f(0)e* et h: x— f(0)e*. g et h sont toutes les deux définies
sur R. De plus,
e Pourtout x€R, g(x) + h(x) = f(x)— f(0)e*+f(0)e* = f(x).
e On a h qui est bien de la forme h— ae” pour un certain a € R.
« Enfin, g(0) = f(0) - f(0)e’ = 0.

Par analyse-synthése, on a bien montré |'existence et I'unicité de la décomposition.

. 2x
Exercice 6 — On pose A= { 1

2 Ixe[RZ}etB:[—l;l].
X

1. Soit x € R. Comme (x—1)*> >0 et (x + 1)°> > 0, on obtient
1+x2>2x et 1+x2>—2x.

Puisque 1 + x* >0, il vient

-1< <1

1+ x2

Ainsi,
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2. Soit y €] = 1;1[. On cherche x € R tel que

2x

2
= — yx"-2x+y=0.
1+ x? Y Y

y
Si y =0, le choix x = 0 convient. Si y # 0, le discriminant du trindme est
A=(-2)?-4y*=41-y* >0.

1+4/1-y2
On peut donc choisir x = —y’ qui est réel et vérifie 'équation. Ainsi, | ] — 1;1[c A.
y

2x
2 =1;pour x = —1, on obtient 5= —1.Donc {-1,1} c A. Avec
x X
la question 2, ceci montre que B < A. La question 1 donne l'inclusion réciproque. Finale-

ment,| A=B= [—1;1].‘

3. Pour x =1, on obtient

Exercice 7 -

1. Pour tous réels a et b, I'inégalité triangulaire s’écrit

lla+ bl < lal+1bl]

2. Soient a, b € R. Les deux membres de I'égalité étudiée sont positifs; on peut donc les élever

au carré :
la+b|=|al +|b| <> (a+b)?=(la|+|b])?
> a®+2ab+b* = a® +2|ab| + b?
< ab=ab|
<~ ab>0.
Ainsi,||a+ bl = al +|b| <> ab>0.]

3. Onremarque que
|x—3|=13—x]| et [(x-1)+@B-x)=2.

D’apres la question précédente, cette égalité est vérifiée si et seulement si

x-1B-x)20 <= 1<x<3.

Ainsi,| S =[1;3].

Exercice 8 -

1. Raisonnons par récurrence.
Pour tout entier naturel 7, on consideére la propriété P,, : « u, =2"*? -3 ».

Initialisation: 2°72 -3 =4-3 =1 et uy = 1 donc uy = 2" — 3 et donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé.
Supposons que la propriété P,, est vraie.
On a ups1 = 2up+3 =22"2-3)+3 =2"3 _6+3 = 20""V*2 _3 {onc la propriété
P, . estvraie.

Par récurrence : | VreN, u, = 2" -3,

2. Raisonnons par récurrence.

Pour tout entier 7 > 6, on consideére la propriété P, : « 2" > (n+2)%»
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Initialisation: 2% =64 et (6 +2)? =64 donc 2% > (6 +2)? donc Pg est vraie.
Hérédité : Soit un entier n > 6 fixé.
On suppose que P, est vraie, a savoir 2" > (n + 2)%. Alors

2L — 2 % 2" > 2(n+2)2%.

Or,2(n+2)?-(n+3)*=2n*+4n+4) - (n*+6n+9)=n’*+2n-1.
Les deux racines de ce trindme sont n; = —1—v/2 et ny = —1+ V2. Ces deux racines sont
inférieures 2 6 et le coefficient dominant du polynéme est positif, donc n? +2n—-1> 0.
On obtient ainsi 2(n +2)* — (n+3)* > 0 et donc 2(n +2)* > (n +3)°.
Finalement,

2™ >2(n+2)2> ((n+1)+2)°

et P, est vraie.

Par récurrence : Vn > 6, 2" > (n+2)>

Exercice 9 — Raisonnons par récurrence double.

Pour tout entier naturel n, on note P, la propriété : u, =1—(-2)"

. ’ Initialisation : ‘ up=0etl-— (-2)°=1-1=0doncla propriété Py est vraie.

ur =3etl—(—2)! =1-(-2) =3 donc la propriété P; est vraie.

. soit n un entier naturel fixé. On suppose que les propriétés P, et P, sont vraies
c'est-a-dire u, =1 - (=2)" et u,41 = 1 — (=2)"*1. Montrons que P, est vraie.

Par définition, ©;,+2 = —u;,+1 +2u, donc
Unio=—1—(=2)""H+2(1-(-2)")

=—1+(=2)""1+2-2x(-2)"

=1+2(=2)"!
=1-(-2)(-2)"*!
— 1 _ (_2) n+2

ce qui signifie que la propriété P,,, est vraie.

Par récurrence double, pour tout n €N, u, =1-(-2)"

Exercice 10 -
1. (a) Soient x et y des réels. Alors, f1(x) = x et fi(y) =y, donc

A+ A =|x+y|.

Donc’ fi1 vérifie bien (E). ‘
(b) Soient x et y des réels. Alors, f>(x) = —x et f>(y) = -y, donc

L)+ LW =|-x—y|=|-&+p|=|x+y|.

Donc’ f vérifie bien (E). ‘
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2. Soit x € R. Alors,

3.

D’ou,

|f0)]=1xl = (f(x) =xOU f(x) = —x).

(VxeR,|f(x)]=1xl) = (VxeR,[f(x) = x Ou f(x) = —x]).

(@) Pour x=0et y =0, on obtient :

|f(0)+ f(0)| =10+0]
|2f ()] =10l
2|f|=0

(b) Soit x € R. Alors, comme f(0) =0,

|fx)+ f(O)] =1x+0|
| f(x)+0] = x|
|f0)| =1l

Ainsi, Vx € R, | f(x)| = xI.

(©

i. Lanégation demandée est

(FxeR, f(x) #x) Bt (IxeR, f(x) #-x).

ii. Comme f vérifie (Vx € R,|f(x)| =1xl) (question 3.b), en utilisant la question 2, on

en déduit que f vérifie (Vx €R, [ f(x) = x Ou f(x) = —x])

Supposons que (Ix € R, f(x) # x) Bt (IxeR, f(x) # —x).

On note x un réel tel que f(x) # x et y un réel tel que f(y) # —y.

Comme f(x) = x Ou f(x) = —x et f(x) # x, on obtient que f(x) = —x.

Deméme, f(y) =y Ou f(y)=—-yet f(y) #—y,donc f(y) =y.

Comme f vérifie (E), on a |f(x)+ f()| = |x+y|. Donc |-x+y| = |x+ y|. Deux
nombres ont la méme valeur absolue si et seulement s’ils sont égaux ou opposés.
eSi—x+y=x+y, alors —x = x donc x = 0. Donc f(0) = 0 (par quest. 3.a). Or
f(x) # x, donc ceci fournit une contradiction.

eSi—x+y=—-(x+y),alors y=—-y donc y = 0. Donc f(0) =0 (par quest. 3.a). Or
f(y) # -y, donc ceci fournit une contradiction.

On en déduit que notre hypothése est fausse, et donc que sa négation est vraie,
c’est-a-dire que
(VxeR, f(x)=x) Ou (VxeR, f(x) =—x).

Autrement dit,

f est forcément la fonction f; ou la fonction f5. ‘

4. On procede par analyse synthese.

La question 3 réalise I’analyse et montre que les fonctions f; et f» sont les seules fonctions
candidates a vérifier (E).

La synthése a été réalisée dans la question 1, ou]’'on a montré que f; et f, vérifient (E).

Conclusion :| Lensemble des fonctions vérifiant (E) est {f1, f>}.




