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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 8 I

Probléme 1
1. La puce effectue un saut d'une, deux ou trois unités vers la droite donc :

A(Q) = [1;3]

ATissu du premier saut, la puce se trouve sur le point d’abscisse 1 avec le probabilité =, i.e

1
2

1
P(Ay) = >

ATissu du premier saut, la puce se trouve sur le point d’abscisse 2 avec le probabilité ~, i.e

1
4

P(Ay) =+
2Ty

ile

N 1
ATissu du premier saut, la puce se trouve sur le point d’abscisse 3 avec le probabilité 1

1
P(A3) = 1

Ainsi, laloi de la variable aléatoire A; est donnée par le tableau suivant :

k 11213

I 1111

PAi=k) |- | - | -

(A1 =k) 5171132

Ainsi,

1 1 1 7
E(A))=1x=-42x—+3x—=—
2 4 4 4

Pour calculer V(A;), on commence par calculer E(A?) via la formule de transfert :

1 1 1 15
E(A) =1 x-+22x~+32x-=—
2 4 47 4
Puis, d’apres la formule de Kénig-Huygens,
V(A) = E(A) - E(A )Z—E_(Z)Z_@_@_E
o Y7y \4) T16 16 16

2. (@) Auminimum, au bout de deux sauts, la puce s’est déplacée deux fois d'une seule unité
vers la droite, et au maximum, elle s’est déplacée deux fois de trois unités vers la droite.
La puce peut également s’étre déplacée de 3, 4 ou 5 unités. Bref,

A2(Q) = [2;6]
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D’apreés la formule des probabilités totales,

P(Ay=2)=P(A1 = 1) x Py =1(A2 =2)+P(A1 =2) x Pa,=2(A2 =2) +P(A1 =3) x Py,=3(A» =2)
—_—

=0

D=

1 1

1
= > xP(A; =1
><(1)224

De méme, D’apres la formule des probabilités totales,

=0

P(A2=3)=P(A1=1) x Py,=1(A2 =3) +P(A1 =2) x P4,=2(A2 =3) +P(A; = 3) x Pp,=3(A2 =3)
(S — —_—

N

1 1
=—xPA1=1)+—-%xP(A1 =2
2 (Ar=1) 2 (A1 =2)=

=0

P(A2=4)=P(A1=1) x Pyg,=1(A2 =4) +P(A1 =2) x P =2(A2 =4) +P(A; =3) x Pp,=3(A2 = 4)
(S — —_— | —

1
1

1 1 1
=—xPA =1)+—xPA1=2)+-P(A; =3
1 (A1 =1) 2 (A1 =2) 5 (A1=3)=

l\?l»—I
e
| =
N |~
=

1
4

P(A2=5)=P(A1=1) x Py,=1(A2 =5) +P(A1 =2) x Py =2(A2 =5) +P(A; = 3) x Py,
—_— —

=0 —

-

1 1
=—-—xPA1=2)+-P(A; =3
4>< (A1=2) 4(1 )=

»-lkl'—‘
I I
A~ =
oo~

1
4

-3(A2 =5)

1
4

P(Ay=6) =P(A1=1) X Py,=1(A2 =6) +P(A1 =2) X Py,=2(A2 =6) +P(A; =3) X Py,=3(A2 =6)
—_—— —_— —— —_——

=0 =0
1 1 1

1
=—-—xP(A 3
g P=3=0>707%

Ainsi, la loi de la variable aléatoire A, est donnée par :

k 23] 4 5] 6
P B T TT T 5 1
2= 4416|8116

6
On peut au passage vérifier que I'on a bien Z P(Ay=k)=1.
k=2
(b) Ona:

1 1 5 1 1 56 7
E(A2)=2x—-43x—-4+4x—+4+5x—-4+6x — L
4 4 16 8 16 16 2

3. (a) Calculons les probabilités P([A; = il N [Z, = j]) avec i € [2;6] et j € [0;2] :

e [Ay =2]Nn[Z, =0] signifie que I'on a fait deux sauts d'une unité. Ainsi,

P([A2 =2]Nn[Z; =0]) =

l\JI»—a
[\JI»—*
NI

¢ [Ay =3]n[Z, =0] signifie que la puce a effectué :
* soit un premier saut d'une unité puis un deuxieme saut de deux unités;
* soit un premier saut de deux unités puis un deuxieme saut d'une unité.

2

1
1
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Ainsi,
P([Ay =311 [Z, = 0]) LIV
= = = — X — —
2 2 2744 2 1

o [A2 =4] N [Z, = 0] signifie que I'on a effectué deux sauts de deux unités ([Z, = 0]
impose de ne faire aucun saut de trois unités, ce qui exclut les cas ot I'on fait un
saut d’'une unité et un saut de trois unités). Ainsi,

1

1 1
1’([1‘12—410[22—0])—4—1 216

¢ [A2 =5]n[Z; =0] est un évenement impossible puisque la puce ne peut se retrou-
ver al’abscisse 5 en deux sauts sans avoir fait de saut de trois unités. Ainsi,

P([A2=5]n[£=0])=0
e De méme, [A; = 6] N [Z, = 0] est un évenement impossible donc :
P([A2=6]N[£=0]))=0

e [A» =2]Nn[Z; =1] est un événement impossible puisque la puce ne peut se retrou-
ver a l'abscisse 2 apres deux sauts, tout en ayant fait un saut de trois unités. Ainsi,

P([A2=2]Nn[Z2=1])=0
¢ De méme,
P([A2=3]Nn[Z=1])=0

e [Ay =4]n[Z, = 1] signifie que la puce a effectué :
* soit un premier saut d'une unité puis un deuxiéme saut de trois unités;
* soit un premier saut de trois unités puis un deuxiéme saut d’'une unité.

Le cas de deux sauts de deux unités est exclu puisque [Z, = 1] impose de faire un
saut de trois unités. Bref,

P(Ay=4In[£=1]) =

l\JI»—a
.-hl»—*
NI
X
N =
] -

e [A2 =5]Nn[Z, =1] signifie que la puce a effectué :
* soit un premier saut de deux unités puis un deuxiéme saut de trois unités;
* soit un premier saut de trois unités puis un deuxieme saut de deux unités.
Ainsi,
~ o1 1 1 1 1
P([AZ_S]Q[ZZ_H)_ZXZ+Z 1738

¢ [A2 =6]Nn[Z; = 1] est un évenement impossible puisque la puce ne peut se retrou-
ver a 'abscisse 6 apres deux sauts en ayant fait un seul saut de trois unités. Ainsi,

P([A2=6lN[£=1])=0

e Les évenement [A» =2]N[Z, =3], [A2 =31N[Z =3], [A» =4]Nn[Z = 3], [A =
5] N [Z, = 3] sont impossibles puisque si la puce fait deux sauts de trois unités,
alors elle se retrouve forcément a I’abscisse 6. Ainsi,

P([A2 =2]n[Z; =3]) = P([A2 =3IN[Z£; =3]) = P([A2 =4]Nn[£ =3]) = P([A2 =5]n[£, =3]) =0
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(b)

+ ENFIN, I'évenement [A; = 6] N [Z, = 2] signifie que la puce a effectué deux sauts de
trois unités et donc :
P([A2=6]n[Z=2]) =

1 1
X — = —
4 16

AN

Ainsi, laloi du couple (A2, Z») est donnée par le tableau suivant :

Ap=2 | Ar=3 | Ap=4| Ay=5| A2 =6
1 1 1
Z>=0 - - — 0 0
4 4 16
1 1
Zr=1 0 0 - - 0
4 8 1
Zo=2 0 0 0 0 —
16

On peut au passage vérifier que la somme des probabilités est bien égale a 1.
La loi de Z, s’obtient en additionnant les probabilités figurant sur chaque ligne du ta-
bleau ci-dessus :

1 1 1 9
P(Z=0)=—+-+—+0+0=—
4 4 16 16
1 1 3
P(Z,=1)=0+0+-+—-+0=—
4 8 8
1 1
P(Z,=2)=0+0+0+0+—=—
16 16
Ce que I'on peut résumer par le tableau suivant :
k 0 1 2
9 3
PZ=k) | — | = | —
(2= 116 15| 16
On aalors:
9 3 1 3 1 4 1
E(Z)=0x —+1X—42X —=—4—=—=—
16 8 16 8 8 8 2
Pour calculer Cov(Ay, Z,), on commence par calculer E(A2 7). On a:
1 1 1 19
E(A2Z))=1x4x—+1x5x—-4+2x6x —=—
4 8 16 8

Or, d’apres 2.(b) E(Ay) = Z et d’apres 3.(a) E(/) = 1 Ainsi, d’apres la formule de Huy-
gens, 2 2
Cov(Ay, Z5) = E(Ay Z,) — E(A )E(Z):B—le_ >
2,42 222 2 2 8 2573
Si A, et Z, étaient indépendantes, alors on aurait Cov(Az, Z») = 0. Ce n’est pas le cas,
donc A; et Z, ne sont pas indépendantes.

4. X, compte le nombre de succes (i.e «la puce se déplace d'une unité vers la droite ») lors de
la réalisation de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc, X, suit la loi

binomiale de parameétre net p = —.
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Y, compte le nombre de succes (i.e «la puce se déplace de deux unités vers la droite ») lors

de la réalisation de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc, Y}, suit la loi

1
binomiale de parameétre n et p = T

1
Yn NB(TI,L—})

Z, compte le nombre de succes (i.e «la puce se déplace de trois unités vers la droite ») lors

de laréalisation de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc, Z, suit la loi

1
binomiale de parameétre n et p = T

1
Z,~B (n; Z)
Enfin, a chaque instant, la probabilité que la puce se déplace d’'une ou deux unités vaut
1 1
3 + 1o Ainsi, X, + Y, compte le nombre de succes (i.e «la puce se déplace d'une ou

deux unités vers la droite ») lors de la réalisation de n épreuves de Bernoulli identiques et
3

indépendantes. Donc, X, + Y}, suit la loi binomiale de parametre n et p = T

3

5. (a) Puisqu’achaque instant, la puce se déplace d'une, deux ou trois unités, X, + Y, + Z, est
égal au nombre total de déplacements a l'issue des n sauts, donc :

Xp+Yy+Zy=n

Onadonc X,,+Y,,=n—Z, etdonc:
Cov(Z,, X, +Y,) =Cov(Z,,n—- 2,) =Cov(Z,, n)—Cov(Z,, Z;)

Or, Cov(Z,,n)=0et:

1 3 3n
COV(Zn, Zn) = V(Zw) = np(l=p) =nx L x o=
Par conséquent,
3n
1 1 1 n
(b) Ona X, ~B ”;5 doch(Xn):np(l—p):anxE:Z,
Onay, B(n 1)doch(Y) np(l-p)=n L3 3n
~ C— = — = X =X —-=—,
" "4 m =P 474 16
3 3 1 3n
OnaX,+Y,~B n;z—1 donCV(Xn+Yn):np(l_p):nxZXZ:E'

Or, on sait que :
V(Xn+ Yy =V(X,) + V(Y +2Cov(Xy, Ya)

dou:
Sn_m L S v, )
16 4 16 e
Etdonc:
3n_n_3n _n n
Cov(X,,Y, _16 4 16 __4_ _ "
v ( n Yn) 5 5 8
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6. (a) Au cours des n sauts, les X;, sauts d'une unité augmentent ’abscisse de X, unités, les
Y, sauts de deux unités augmentent I’abscisse de 2Y}, unités, et les Z, sauts de trois
unités augmentent I'abscisse de 3.7, unités. Ainsi,

| An=X,+2Y,+32,

Et donc,

1 1 3 7n
E(An) = E(Xp) +2E(Yy) +3E(Zp) = ny +2x nx 3% nx 2=~

(b) D’apresla question 6.(a), ona X, + Y, + Z, =ndonc Z, = n— (X, + Y,). Etdonc,

=X,+2Y,+3n-3X,,-3Y,
=3n-2X,-Y,

D’apreés les propriétés de la variance, on a alors :

V(A) =V@n—2X,+Yy)
= (-1)?V(2X,+Yy,)
= V(2X,) + V(Yy) +2Cov(2X,, Yy)
=4V (X)) + V(Yy,) +4Cov(X,, Yy)

En utilisant les résultats de la question 6.(b), on obtient alors :

V(A =4V (X)) + V(Y,) +4Cov(X,,, Yy)

n 3n n
:4x—+—+4x(——)
4 16 8

3n n
=n+—-—
16 2

B 19n 8n

16 16
B 11n

16

De méme,

Cov(Ay, X,) =Cov(Bn—-2X,— Yy, Xp)
= Cov(3n, X;) —2Cov(X,, X;) — Cov(Yy,, X,)

=0-2V(X;,) —Cov(Xy, Yya)
n n
==2x—+—
4 8
3n

8

Probléeme 2

1. (a) SoitneN*.Ona
Up—Up1 = Hy—In(n) — Hyp +In(n+1)

1 1
:ln(1+—)—
n n+1

6
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(b)

(9]

(d)

(e)

2. (a)

(b)

(©

De plus
1 1 1 1
In{l+—|=—- +o|—
n) n 2n? n?
et
1 1 1 1 1 N ( 1 )
= — = — [0)
n+l nl+ % n n? n?
. B 1 1
Par suite u,, — u,41 = ﬁ +0 ﬁ et (Uy — Ups1) it ﬁ
1
Comme (u;; — Up+1) ~ o0 272 alors (u, — u,+1) est positive a partir d'un certain rang,
n—+oo 21
- 1 . ..
la série Z — converge, par comparaison la série Z (U, — Un+1) converge.
n>11 n>1
Soit S, la somme partielle de la série Z (U —uUps1).Ona
nz=1

n

Sp= Z (U — Uk+1) = UL — Up+1
k=1

donc u, = u; — S,-1. La convergence de Z (un — un+1) entraine la convergence de

n=1
(Sn) n>1 etdela suite (1) ,>1.
1 1 1
Soitn>2etl<k<n-1.Pourtelk k+1] onaﬁ p <Ecequidonne
1 f’cﬂ de 1
k+1 k t k
— dr n—l 1 no1 n—1 1
Donc Z f — — ainsi ) —<lnn<) -
k=1 Lok i k im1k
1 1
D’apresd) H,—-1<Inn < H, - pe donc — < H, —In(n) < 1, par passage a la limite on
n

obtient 0 <y < 1.

+1
D’apres ¢) on a, pour n € N*, u, = u; — S,,—1 et u; =1 de plus u, — up41 =In n )—
n
, donc
n+ .
n- 1 1
=1-Y In[1+—|-—
n k;ln( k) k+1
LN k
SR SENES
e . peo | n
Par passage a la limite 0nobt1enty:1+z ——ln(n 1).
n=2 -
k iy | k too k 1
Un=Up—Y= Z——ln(k 1)—é%—ln(m),doncvn:kgﬂ(ln(m)—%)c’est
k 1
le reste de la série ) (ln (—) - —).
=2 k-1) k
Ona
(g5 =-mfi-) -5
nl—,_J -—-=-In{l1-=-|--—
k-1) k k] k
1 1
22 o\
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k 1 1 k 1
donc In (E) "% o 282 les deux séries ) In ( = 1) -z Z 5 convergents
+00

donc les restes sont équivalents, ce qui donne v, ~ Z 7 ainsi
n—+oo
k=n+1

1

noo~
n—+oo 2n

+00 1 1
carsia>1alors Y
k=n+1

1
— ~ —— — Onavy,=—+o0
k@ n—+oo (@ — 1) n®1 " on

}

1
E) donc H,, = In(n) +

1
Y+ vn:ln(n)+y+ﬁ+o

1
3. On pose pour tout entier naturel non nul n; w, = u, — y—z—
n
(@ Ona
1 1
Wpel— Wy =U u
n+1 n n+l — Up + 271 2(n+1)
et
1 1
n n+1
donc
1(1+1)+ ! +1
w - W, =-—1In —_ I
il " n 2(n+1) 2n
Comme
1(1+1)1 1+1+(1)
n —|l=——-—+—+0|—
n) n 2n? 3nd n3
et
1 1 1
o 1
n+1 n1+ﬁ
1 1 N 1 N (1)
_ - ol —
n n?2 nd n3
alors

(b)

(111 111
S W) M P M e

ol
= —_— o|—
6n3 n3
1
et wpi1—wy  ~

n—+oo 613"

Ona
1 11 (1 " ‘2)
n2 (n+1)2 n2 n
A=)
== [1-[1-Z+0|=
n2 n n
2 1
—;4‘0 ﬁ
donc

1 1 2
n? (n+1)2 n—+co p3
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(c)

1 1 2
les deux séries Y — — ———, ) — convergent donc les restes sont équivalents, de
an (n+1)22n3 g !
plus
> (E-mm) i > (e mm)
e k2 (k+1) N—+oo = \k=  (k+1)
(e )
= lim —
N—+oo\(n+1)2 (N+1)2
_ 1
C (n+1)?
Ainsi
+00 1 1

On a pour tout entier naturel non nul #,

1 1
Wp=Up—yY——etwp—w, ~ —=
n n=7Y on n+1 "y oo 6113
donc la série Z (Wp+1 — wy) converge.
n-1
Remarquons que la somme partielle Z (Wre1 — WE) = Wy — Wy €L Wy = 0 donc
n—+oo
k=1

+00
Y (Wi — wi) =—wy
k=1

et le reste
(W1 —Wg) ~ = -
_ 3
—_n n—+oo 6 % k

=n

donc

+

+00 1 1
Wit1 — W) = ol—|.
kg:ﬂ( k+1 k) 12”2 (nz)
Des relations

+00
Y (Wi —wi) = —w,

k=1
n—1 +00
=) (Wis1— W)+ Y (Wir1 — W)
k=1 k=n
1 1
=w, w1+12n2+o nZ)

ona

Wy = — +0(1)
" 12n2 n2)’

1
Comme Hy, = w,+In(n) +y+ o alors
n

1
H, :ln(n)+y+§— 272 +O(ﬁ)

1

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note m,, = min {k eN* | Hy > n} eton pose €, = o +
n
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(a) Comme lasuite (Hy);>; est croissante et tend versl'infini, alors 'ensemble {k € N* | Hy > n}
est une partie infinie de N* et admet donc un plus petit élément.

(b) Par définition de m, on a Hy,, > n et Hy;,,-1 < n. De la question 1)d) on a n < Hyy,, <
Inm,+1donce™ ! <m,etm, s +00. Dela question 2) c)ona H, =In(n) +y+¢,
donc

In(my)+y+em,=2netln(m,—1)+y+ey,-1<n

Ainsiexp(n—y—¢em,) <mp<l+exp(n—y—e€m,-1)
(c) Larelation précédente donne

exp (_Emn) < Wnn—)f) <exp(-n+y)+ eXP(_Emn—l)
Commee€,,, — Oalors _ M — letm,; ~ expn-y).
" p—+o00 exp(n —y) n—+oo n—+oo

(d) La question b) donne

exp(n+1-y—emy) _Mun _L+exp(ntl-y—ém.,-1)
1+exp (n—y—&mn_l) my exp (n—y—gmn)

apres simplification

exp(l—ém,.,) M exp(-n+y)+exp(l—€m,.,-1)
exp(-n+y)+exp(—€m,-1)  Mn exp (—&m,)
m
Le théoréme d’encadrement donne lim —-—> =e.
n—+oo my

Probléme 3

Partie I

I.1 Lamatrice de uo u étant J%, on a uo u =  si et seulement si J* est la matrice nulle, ce qui est
le cas. Donc

[.2 (a) Lerang de u est le rang de J, c’est-a-dire la dimension de 1'espace engendré par ses
vecteurs colonnes. Or on constate que les colonnes 2 et 3 de la matrice sont colinéaires
a la premiere, qui n’est pas nulle, donc J est de rang 1 et donc

(b) Par définition du rang d'un endomorphisme, on peut affirmer que

| dim(Im(u)) = rg(u) = 1.

On lit dans la matrice J que u((1,0,0)) = (—1,—2,1) donc le vecteur (—1,-2,1) est non
nul et appartient a Im(u). Puisque Im(u) est de dimension 1, on obtient que

’ une base de Im(u) est ((—1,-2,1)). ‘

(c) Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et F un K—espace vectoriel. Toute
application linéaire f de E dans F est de rang fini et vérifie :

| dim(Ker(f)) +rg(f) = dim(E).

10
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(d) Ona

-1 0
Mp(u((=1,-2,1))) = Mp(u)Mp((-1,-2,1)) = ](—2) = (0) = Mp((0,0,0))
1 0

donc’ u((-1,-2,1)) =(0,0,0). ‘En procédant de méme, on obtient’ u((0,1,-1)) =(0,0,0). ‘

En appliquant le théoréme du rang a u, sachant que dim(R>) = 3, on obtient que dim (Ker(u)) =
2. Les calculs précédents montrent que les vecteurs (—1,—-2,1) et (0, 1, —1) appartiennent

a Ker(u). Ces deux vecteurs étant non colinéaires, ils sont linéairement indépendants

donc

’ une base de Ker(u) est ((-1,-2,1),(0,1,-1)). ‘

(e) Levecteur (—1,-2,1) appartient a la fois a 'image et au noyau de u donc Im(u) et Ker(u)
ne sont pas en somme directe donc

Im(u) et Ker(u) ne sont pas supplémentaires dans R3.

I.3 (a) Ona
-1 0 1
detg(Bh=|-2 1 0 :'
1 -1 0

-2 1

1 —1’ =1
en développant le déterminant suivant la troisieme colonne. Donc detz(B’) # 0 ce qui
prouve que

B’ est une base de R®.

(b) On a vu que les images des deux premiers vecteurs de B’ sont le vecteur nul et que
u((]-y 0’0)) = (_1, _2, ].) donC

oS O O

0 1
J =10 0].
0 0

(c) Lamatrice P est la matrice de la famille B’ dans la base B, autrement dit

-1 0 1
pP=|-2 1 0].
1 -1 0

11



Maths MPSI CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 30/05/2026

(d) On utilise la méthode de Gauss-Jordan :

-1 0 [1]

1 00
-2 1 01010
0 01

1 -1 0 lbrlel 1 0 o
0 0 1 -1 -1
| 0 00 -1 -2
LZI:L21:2L33 0 O 0 1 1
0 0 1 -1 -1
0 00 -1 -2
fe=ls 0 0|0 -1 -1
0 0|0 -1 -1
0 00 -1 -2
Bebilo o 1 -1 -1
0 -1 -1
Le calcul donnedonc| P71 =|0 -1 -2|.
1 -1 -1

(e) D’apresle cours,onalj =P !JP.

Partie 11

II.1 Soient A et B deux éléments de A. Il existe donc deux réels a et b tels que A = I3+ aj et
B=I3+bJ.Ona
AB=(Iz3+a))(I3+b)) = I3+ (a+b)J+abJ?

et comme J? est la matrice nulle, on obtient AB = I3+ (a+ b)J. Comme a+ b est un réel, la
matrice AB appartient a A. Finalement,

A est stable par multiplication.

II.2 (a) D’apresla question précédente, on a M? = I3 +2mJ = 2(Is + mJ) — I3 donc

M?=2M-I.

(b) D’apres la question précédente : 2M — M? = Iy donc M(215 — M) = I donc
M est inversible et M~ =23 — M.

OnaM '=2L—(Iz+m])=I—mJ = I3+ (—m)J donc| M~! est un élément de A.

(c) Pour tout n € N, on note P, la propriété : M" = I3+ nm].

o La propriété P, est vraie puisque M° = I.
» Soit n € N. On suppose que P, est vraie. Alors

M = M"M = (I + nm))(Is + m]) = I + (n+ 1)mJ + nm?*J?

et puisque J? est la matrice nulle, on obtient M = I + (n+ 1)mJ. Donc P4 est
vraie

Par récurrence, pour tout entier naturel n, ona M "=IL+nm].

12
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Partie II1
1.1 Soit X € A et x le réel tel que X = I3+ xJ. D’apreés la partie II, on a X2 = I3 + 2xJ. Ainsi,

m
X?=M = L+2x]=1+m] < 2x-m)J=0 < x:E

puisque J n’'est pas la matrice nulle. Finalement,

m
I'unique solution de (E) appartenant a A est la matrice Is + - ].

oS o O

0 1
[II.2 D’apres la partiel, on a Plyp=J =10 0] =E;3donc
0 0

PIMP=P Y (Iz3+ mJ)P = (P ' I3P) + m(P"'JP) = I3+ mE 3.

Ainsi, P"'MP = Nou N = I3 + mEj 3.

1.3 Ona X =PYP !donc

X?=M < (PYP )2 =M
< PYP'PYP =M
= PY?’P =M
— Y?’=plMmP (multiplication par des matrices inversibles)

— Y?=N.

On a bien montré que| X* = M < YZ:N.‘

M4 OnaYN=Y(Y?)=Y3=Y%()=NY ainsi| YN = NY.

Ona

00

YN=Y3+ mELg) =Y+ mYELg =Y+m|O0
0

o o
0 A Q

et
g h k

NY =(L+mE3)Y=Y+mE3Y=Y+m|0 0
0 0 O

o

Puisque YN=NY,onaY+mYE;3=Y+mE;3Y donc mYE, 3=mE;3Y etpuisque m # 0,
celadonne YE) 3 = E; 3Y c'est-a-dire

0 0 a g h
0 0 d|=|0 0
00g/ oo

On en déduit que a = ket g =d = h =0. Ainsi,

Y est triangulaire supérieure et a = k.

13
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IIL.5 D’apresla question précédente, les candidats solutions a I'équation Y? = N sont de la forme

a b c
Y=|0 e f|.Pourune telle matrice, on a
0 0 a

a’> bla+e) 2ac+bf
YZ—(O e f(a+e))

0 0 a’
donc
a’* bla+e) 2ac+bf 1 0 m
Y?=N< |0 e’ fla+e) [=]0 1 0
0 0 a’ 00 1
a’=1
e’ =1
<~ < bla+e)=0
fla+e)=0
2ac+bf=m
a=1loua=-1
e=1loue=-1
<~ < bla+e)=0
fla+e)=0
2ac+bf=m
m m
1 0 ? -1 0 _?
= Y=lp 1 o|ou¥Y=19 -1 o
00 1 0 0 -1
m-—b>b bf-m
1 b f -1 b f
0 o0 1 0 O -1
donc I'ensemble des solutions de I'équation Y2 = N est
—b bf—
) p MY p BL=m
£={-1-CE5L+ 2 E st 2, 2 |lbfer
- 3 2 1,3, 43 2 1,3 0 -1 f 10 1 f )
0 0 1 0 0 -1
II1.6 L'ensemble des solutions de (E) est
{PlYP|Y €&}

Partie IV

IV.1 Soit y € Im(v). Par définition, il existe x € E tel que y = v(x). On a alors v(y) = v(v(x)) =
vov(x)=0(x) =0g donc y € Ker(v). Par conséquent,

’Im(v) cKer(v).‘

D’apreés le théoréme du rang, on a

dim(Ker(v)) + dim(Im(v)) = dim(E)

14
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Iv2

V3

donc

p+r1=n.

Comme Im(v) < Ker(v), on a dim(Im(v)) < dim(Ker(v)) c’est-a-dire r < p. On obtient donc

. n «
n—pgpcequ1donne2p>netdoncp>E.Dememe, onar<n-rdonc2r <netdonc

n _.
r < —. Finalement,

(a)

(b)

(@)

(b)

r<n/2 et p=n/2.

Puisque n = 2, 1a question précédentedonner < letp > 1.0rr+p =2etr # 0 puisque
v n'est pas 'endomorphisme nul. Donc r = p = 1. Ainsi, Im(v) est un sous-espace vec-
toriel de Ker(v) qui a méme dimension que Ker(v) donc

| Im(v) = Ker(v).

Puisque (ey, e2) est constituée de deux vecteurs dans un espace vectoriel de dimension
2, il suffit de montrer que c’est une famille libre. Soient A et u deux scalaires. On sup-
pose que Ae; + pe, = 0p. Alors, on a

v(dey + puey) = v(0g)
ce qui donne par linéarité de v
Av(er) + pv(ex) =0g

c’est-a-dire puisque e; € Ker(v),
O+ Her = Ofg.

On en déduit que p = 0 puis que A = 0. Donc la famille (e;, e,) est libre et donc

(e1, e») est une base de E.

On a e; € Ker(v) donc v(e;) = 0g et v(ey) = e; donc dans cette base, la matrice de v est

o o)

On reprend la méme méthode que précédemment : on a

N w

p+r=3 r<- et p=

Puisque p et r sont des entiers et que r # 0, on a donc

r=1etdoncp=2.

On note e; un vecteur non nul appartenant a Im(v). On considére un antécédent e3 a
e par v. Comme e; appartient a Im(v) et Im(v) < Ker(v), on a e; € Ker(v). D’apres le
théoréme de la base incompléte, on peut compléter (e;) en une base (e, e2) de Ker(v).
La famille de trois vecteurs (ej, e2, e3) est alors une famille libre : en reprenant la méme
méthode, on montre que si A, u, v sont trois scalaires tels que Ae; + pes + ves = 0, on
obtient v = 0 en composant par v puis A = u = 0 par liberté de la famille (e;, ;). Ainsi,
(e1, ez, e3) est une base de E et dans cette base, | la matrice de v est Ej 3. ‘

15
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Probleme 4

Partiel

.1 U et V suivent la méme loi, si et seulement si, pour tout k € [0, n], P(U = k) = P(V = k), si et
seulement si, Sy = Sy par identification des coefficients.
Ainsi le polynéme générateur caractérise bien la loi d'une variable aléatoire.

1.2 (a) Comme U est une variable aléatoire a valeurs dans [0, n],

n
Sy)=> PWU=k=1
k=0

n
Puis S};(X) = Y_ kP(U = k) X*! et donc
k=1

Sy =) kP(X=k) =) kP(X=k =EU)
k=1 k=0

n
(b) Ona: S} =Y k(k-1)PU = k)X*2 Etdonc:
k=2

SHM) =Y k(k-DPWU=k) =) k(k-DPUx) =Y kK*P(U=k)-)_ kP(U = k) =E(U?)-E(U)
k=2 k=0 k=0 k=0

On a donc (tenant compte du résultat de la question précédente, et par la formule de
Ko6nig-Huygens) :

SH ) + Sy, (1) (1= 8y, (1) =E(U?) - E(X) +E(U) (1 - E(1) = E(U?) - [E()]* = V(1)

n

1.3 (a) OnadoncU(Q) = [0, n] etpourtout k€ U(Q),P(U = k) = (k

)pk(l—p)”_k,doncd’aprés
la formule du bin6me de Newton :
=(n) ok n—k vk n
Su=), [P =P = (pX + (1= p))
k=0

Et en particulier S;; = np (pX + (1 - p))n_1 et donc

E(U)=S,;(1)=np(p+1- p)" " =np
Puis, S}, = n(n—1)p? (pX + (1 - p))" " et donc

V(U) = S;,()+S,(1) (1= S,(1) = n(n—-1) p*+np(1-np) = n* p*~np*+np—n®p* = np(1-p)

1
(b) Onadonc U(Q) =[1,n] et pour tout k€ U(Q),P(U =k) = pe donc

1 n 1X—X"+1
Sy=) —X'==-Y xF=-" "
= n n;- n 1-X
11-m+DXNA-X)+(X=X"1)  11-(n+DX"+nX""!

(1-X)2 n (1-X)?
Le numérateur n; : t— 1 — (n+1)¢" + nt"*! admet pour dérivées

Et en particulier S}, =

16
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o nj:t——nmn+1t"'+nn+1)t" donc nj(1) =0,
o 0 it —(n-Dnn+Dt"?+n*(n+Dt"!, donc nj(1) = n(n+n-(n-1)] =
nn+1)
Le dénominateur d, : t — (1 — £)*> admet pour dérivées
o dy:t—-2(1-1) doncd;(1) =0,
o di:t—2,doncd](1)=2
Ainsi, comme S’U est en réalité un polynome S'U est continue et

EW) :S’U(l):llim ny (1) B nn+1) _ n+1l

ni—=1di(t)  2n 2
Puis
g1 (~m+ X" +nn+ DX A -X)+2(1- (n+ X"+ nX"*)
U™ n 1-X)3
12-nr+DX" 1 +2m-Dn+ DX - nn-1)X"!
n 1-Xx)3
Le numérateur ny : t — 2 —n(n+ Dt" ' +2(n-1D(n+1t" - n(n-1)t"*"! admet pour

dérivées
o nhit——(n-Dnnr+Dt"?+2(n-Dnn+Dt"' - (n-1)n(n+1)t" donc ny(1) =0,
o n)it——-m-2)(n—-Dnn+Dt" > +2n-D*nn+Dt"?~(n-n*(n+ D"},

donc ny(1) = (n—Dnn+1)[-(n-2)+2(n-1)-n]=0

o n i t——(n-3)(n-2)(n-Dnn+)t" *+2(n-2)(n-1)*n(n+1)t" 3~ (n-1)*n?(n+
1) tn—z’

donc ng’(l) =(mnm-Dnn+1)[—(n-3)(n-2)+2(n-2)(n-1)—(n—-1)n] = (n-1)n(n+1)[-2]

Le dénominateur ds : ¢ — (1 — £)* admet pour dérivées
o dj:t— —3(1-1)* donc dj(1) =0,
o dy:t—6(1-1),doncdy(1)=0,
o d)':t— —6,doncd,'(1) = —6.

Ainsi, comme Sy est en réalité un polyndme Sy, est continue et :

g1 m)  —2(n-1Dnn+1) n*-1
SuM) =7 jm (1) 6n T3

V() = 8 (1) + 8 (1) (1= 81, (1)) = (n—1)3(n+1) N i’l;—l I;n _ (n—li;n+l)

.4 (a) Laformule de transfert donne

E(tV)= Y PU =kt =5y
k=0

n
(b) Sion note, g: t— E(tY) = Y. P(U = k)t¥, g est bien dérivable sur R (polynome) et
k=0

VieR g'(t) = Y kP = k)t*! = E(UtY™"). On retrouve la dérivée g'(1) = E(W)’
k=0

car E est linéaire. Et donc de méme g" (1) = E(U(U - 1)tV 72).

17
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(c) Ainsien ¢t =1, on trouve :

E)=E(Ux1")=g')=S,;(1) EUWU-1)=E(UWU-1)x1Y2)=g"(1)=S8},1)

.5 Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [0, n]. On a:

2n 2n k
Susv=Y PU+V=0Xx=Y Y pU=jv=k-jx*

k=0 k=0 j=0
2n
= Z PWU=j)P(V= k—j)X]c par indépendance de U et V
k=0
n n
=Y. PWU-= k)Xk) x[Y Pwv= Ic)Xk) =Sy xSy  parproduit de Cauchy
k=0 k=0

1.6 (a) Montrons le résultat par récurrence. Posons, pour tout k € N*, Py : « Sv, = Sy, x Sy, X
cee X SUk ».

e Si k=1, alors V] = Uj etle résultat est immédiat.
¢ Soit k € N. Supposons que Py est vraie.

Considérons Vi, 1 = Uy + Uy + -+ -+ U + Upy1 = Vi + U4, avaleurs dans N.

Les variables aléatoires (U, ... Uy, Uy+1) sontindépendantes, donc d’apres le lemme
k
des coalitions V. = Z U; et U4+, sont indépendants. Ainsi d’apres la question 1.5,
i=1

ona:
SViw = SV X Supyy
k k+1
Puis, comme Py est vraie : Sy, = | | Sy;; et donc Sy, ,, = Sy, et ainsi Pg, est
) i=1 i=1
vraie.

Larécurrence est démontrée :

k
Vke N*, SVk = H SU,-
i=1
Si pour tout i, U; suitla méme loi que U, alors Sy, = Syy (question I.1) et donc

VkeN*, Sy =Sk

(b) W est toujours a valeurs dans N (et fini), donc Sy est bien définie comme polynome
(la somme est en réalité finie) :

+00
Sw=Y PW=kx*
k=0

N est une variable aléatoire fini, avec N(Q) = [0, M]. On applique la formule des pro-
babilités totales

M
PW=k =) P(N=mPyn=p(W=k)

m=0

18
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D’apres le résultat de la question précédente :

+00 +oo [ M
Sw=Y PW=kx*=}) ( Y P(N=m)P(V;, = k))xk
k=0 k=0 \m=0

+00 M
PIN=m) Y P(Vy=k) X’f) =Y (PN =m)Sy, (X))
k=0 m=0

M= PM=

P(N =m)[Sy(X)]" =Sy (Sy(X))

0

3
I

Partie 11
II.1 (a) Par définition de My, onaP(My=10) =1, donc

P(Ag) =1

Comme X}, est a valeurs dans N*, alors My.,; = My + Xj > M.

La suite (aléatoire) ( My ) est donc strictement croissante et donc M; > M, = 0, donc
M; > 1.

Et finalement on a les équivalences: 1 € E<= M, =1 <= X; =1.

Or par hypothése P(X; = 1) = u(1).

P(A) =P(Xi=1) =)

(b) Soit n > 1.0n al’égalité oul’équivalence des événements suivants :

k
A, <= 3JkeN*telque M=) X;=n
i=1
<~ X;=noudkeN*,Ite[l,N]telsque My_=n—tetXp=t
< 3te[1,N],IkeN* telsque My =n—tet Xy =t

N N
< J[FkeN" |Mk_1:n—tﬁXk:t]<=>U( U [Mk_lzn—ka=t])
t=1 t=1 \ keN*

Ainsi

P(An):P(

L]ﬁ( U IMy_1=n—tnX;= r]))

=1\ keN*

N N

= ZP( U IMy—1=n—-tnX;= t]) = ZP( U My = n—t)u(t)
t=1 keN* t=1 keN*

k-1
car My_, = Z X; et X sontindépendantes d’apres le lemme des coalitions.
i=1

N
P(An):ZP( U Mk_lzn—t)u(t)

t=1 keN*

=2 HOP([3keN" | My =n—t]) =) p(OP(Ap-y)
t=1 t=1
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Ainsi,

N
VneN" P(Ap) =) wk)P(Ayp)

k=1
(c) D’apres la formule précédente,
N
P(A) =Y p(k)P(Az_g) = ()P (A)) + p(2)P (Ag) = p(1)* + u(2)
k=1

(Pour aller en 2, il faut faire deux bonsde 1 ouun bond de 2...).

[1.2 On multiplie deux polyndmes, on exploite la formule du produit de Cauchy. Pour faciliter la
formalisation de la formule, on ajoutera les termes u(0) =0etP(U=h)=0sih>m+ N+2:

N m+N+1 m+2N+1 [ k
Sux Sy = (Z u(k)Xk) x( 3 P(U:k)Xk) = Y (Z u(i)P(U:k—i))Xk
k=0 k=0 k=0 \i=0

Or,sik < m+ N, pourtoutie€ [0, N],k—i < metdoncP(U = k-i)=P(A,_;). Donc il existe
un polynéme Q; € R[X] tel que

m+N [ k r
SuxSu= ), (Z pOP (A | X+ XN Q
k=0 \i=0
Or comme p(0) =0, [Sy x SU]0 =0 et donc on trouve :
m+N [ k m+N
SuxSu= Y. | X udP A | X+ X™NQ = Y P(A) XF+ XN Q
k=1 \i=1 k=1
m+N
d’apres la formule trouvée I1.1.(b). Comme P (Ap) =1,Sy =1+ Z P(Ap) xk +PU=n+M+
k=1
DX™M+ ona:
SuxSy=Sy—-1+X""N(Q - XP(U=n+M+1))
Bilan

Qe R[X] tel que Sy x Sy = —1+ Sy + XN Q

1 N
T Su(1) = Z u(k) =1, donc 1 est bien un pole de la fraction F.

II.3 Onnote F =
1=5u k=1

N
SL(I) =E() =p)+2u@2)+...Nu(N) > u(1)+2(z ,u(k)) =p()+2(1-p) =2-p(1) >1car u(l) <1.
k=2

Donc 1 n’est pas un pole double de F. Si z est un autre pole de F, alors S, (z) = 1. Pour
montrer que |z| > 1, on va montrer par contraposée que pour tout z tel que |z| < 1, alors
|Sﬂ(z)| < 1. Soit z € C avec |z| < 1 (on rappelle que u(k) > 0).

N

u(k)) <lal<1
k=1

N
|Su(@)] = | 3 pk)"
k=1

N
<Y pk)zl* <zl
k=1
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1.4 D’aprés la question 2,1 - X"*"Q =Sy (1-8,,), donc dans K(X) :

1 Xn+MQ

Sy =

La fraction F = admet 1 pour poéle simple et zy,... z, pour pole d’ordre k; ... k, respec-

u
tivement ( r nous est inconnu, ainsi que les nombres z; et les ordres k; ).

Nous savons une seule chose : pour tout i € N, |z;| > 1.
La décomposition en éléments simples de F donne :

T X- IZUZl Ll

(X - Z)’_X—l i:lj:IZl-(X l)j

1 1 A
(1-S,)' @) =S EX)

On sait, d’apres une formule du cours que a = d’apres la par-
tie précédente.
m+N
On se souvient également (par téléscopage) que (1 — X) Z X'=1-X ”+M+1, donc dans
i=0
R(X) :

1 m+N Xl’l+M+1

- - - _ l
X—l 1-X ZX 1-X

l:

Puis, la formule du bind6me négative donne de la méme maniere pour tout z;,3Q; € C[X] tel
que

— = —X'+——0Q
-9 = Z

z! (1_X)k

z

1 m+N(k+ i—1) 1 Xm+N
i

(On pourrait la démontrer formellement, par récurrence) On trouve donc :

1 n+M j m+N j+k_1 1 B N =
Sy = i —(=1)'b; —X"+X F
B & X lzuzlz I /;) ko)

ot1 F est une fraction rationnelle, on peut alors identifier!!

(Suln=P(U =) =P(A,) = ———+ "
R T

car pour tout i, |z;| > 1.
Ainsi, lim P(A,)=——
n—+oo E(X1)

Partie I11

[II.1 ¢ estlinéaire. En effet, pour tout A, 1, € Ret Py, P, € E, par linéarité de la dérivation :
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1.2

I11.3

I11.4

1

7y} (/llpl + Ang) = ZX(I -X) (Alpl + /lgpz), + X(/llpl + ﬂng)
1

= =X(1-X) (M1P]+A2P5) + X (A1 P1 + A2 Py)
n

+/12

1 1
=M |[=X(A-X)P} +XP, —X(1-X)Py+ XPy| = L1 (P1) + A2 (P2)
n n

Plus compliqué : ¢ est une application de E dans E.

Supposons que deg P = k < n et que le terme dominant de P est ar X,
Le terme de P’ est ka;X*!, puis celui de %X(l — X)P' est %X’C“.
Le terme dominant de X P est a; X k1,

Si, il ne s’annule pas, le terme dominant de ¢(P) est alors (1 - E) apX k1
De deux choses, 'une : "

k
Ou bien k < n et donc le terme dominant de ¢ (P) est (1 - —) aka“, doncdegP=k+1<n
n

k
Ou bien k = n et donc le coefficient (1 - —) ar=0etdegP < k=n.
n

DoncdegP <netPcE
Bref, ¢ est bien un endomorphisme de E.

Soit k € [0, n]],(p(Xk) = S(Xk—Xk“) + Xk = %Xk“ + %Xk, on vérifier que ¢ (X") =

X", Ce qui conduit a la matrice suivante (en mettant — en facteur) :
n

0 0 0
n 1
1 n-1 2
n
: 1 n-1 0
0 e 0 0 n

La premiere ligne de A (de taille n+1) est nulle, donc son rang est inférieura (n+1) - 1 = n.
Par ailleurs, la matrice extraite en enlevant la premiére ligne et la premiere est triangulaire

1 0 -« - 0
) n-1 2
inférieure, il s’agit de — 0 : |, elle n’a aucun zéro sur la diagonale
n
: 1 n-1 0
0 -« 0 0 n

donc elle est inversible. Par ailleurs, elle est de taille n, donc elle est de rang n. Comme il
existe, une matrice extraite de A de rang n, on arg(A) > n.

Par double inégalité rg(A) = rg(¢p) = n.

Puisque rg(¢) = n, alors que ¢ est un endomorphisme de E, de dimension n + 1, ¢ n’est pas
surjectif, donc pas injectif.

Le théoréme du rang donne dim(Ker¢) =dimE -rg(p) =n+1-n=1.
1

De plus, si P = A(X—1)" (A€ R) alors: ¢(P) = —AnX(1-X)(X-1)""'+A1X(X-1)" = 0. Donc
n

Vect((X — 1)”) c Ker(¢). Par égalité des dimensions, on a donc bien :
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1.5

(@)

(b)

(©

Ker g =vect((X-1)")

Les solutions de (Ey) sont les solutions de ¢(P) = 0, donc exactement les éléments de
Kerg.

So =Kerp =vect((X-1)")

]' / /
On cherche P tel que ¢(P) = —X(1-X)P'+ XP=P,donc n(X-1)P=X(X-1P".
n

Comme, précédemment, on a donc nP = XP' et donc X | P.
Notons alors a I’ordre de multiplicité de 0 comme racine de P :
AQ € R[X] tel que P = X?Q avec Q(0) # 0.

Onaalors P' = aX® 'Q+ X?Q’ et donc

XP'—-nP=aXQ+X"'Q' - nXQ=X"[(a-n)Q+XQ']

Ce polynome étant nul, nécessairement, (a—n)Q+ X Q' estle polynoéme nul, et en par-
ticulier en substituant0a X : (a—n)Q(0)+0=0.

Or Q(0) # 0, donc a = n. Et, nécessairement, P = A X" (1 € R).

Réciproquement, si P = A X" alors :

1
@(P) = —AnX(1-X)X" '+ AX" 1 = AX" - AX" 4+ AX" = P
n

Bref,
81 = vect(X")

1
Soit A € R et P solution de ¢ (P) = AP, onadonc ¢(P) =—X(1- X)P'+ XP=AP.
n

Ainsi, n(X-A)P=X(X-1P',donc X | (X-A)Pet(X—-1)| (X-A)P.
Puiscomme A ¢ {0,1}, X —A)AX=1let(X-A)AX-1)=1.
Ainsi, d’apres le lemme de Gauss: X | Pet (X—1) | P.
On note a et b > 1 les multiplicités de 0 et 1 respectivement comme racine de P.
Il existe donc Q € R[X] tel que Q(0) #0 et Q(1) #0 tel que P = X*(X — l)bQ,
aveca+ b < n.
Onaalors P/ = aX*“ ' (X -1DPQ+bX*X -1’10+ XX -1)°Q'.
En réinjectant cette relation dans (E}) :
nX-NDX“X-12Q=aXx*X -1 Q+bx“'(X-1PQ+ X (X -1P*1Q
= XX -1 (aX-1)Q+bXQ+X(X-1Q)

Par régularité de R[X] :
nX-1)Q=QaX-1)+bX)+XX-1Q
En substituant 0 (respectivement) a la place de X, on a les deux équations :
-nAQ(0)=-aQ(0) et n(1-A4)Q1)=>bQ(1)

OrQ)#0etQ(1)#0,donca=nAetb=n(1-A)donca+b=n.
. % a
Par ailleurs, on a vu que a, b e N*, donc a,b[1,n—1] et A= —(b=n— a).
n

On a ainsi trouvé une condition sur A pour que (E,) admette des solutions non nulles.
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I11.6

(@)

(b)

(9]

(d)

(e)

Faisons le calcul réciproque, en prenant a € [1,n—1] puis P, = X*(X - 1)""“ donc
Pl=aX“ ' (X-1)""+(n-a)X*(X-1)""*", on trouve

1
(p(Pa) —— [_aX(l(X_ 1)n—a+1 + (a_ n)Xa+l(X_ 1)}’1—(1] +Xa+l(X_ 1)7’1—61
n
1 a n—a a
:;X X-D"%-aX-D+@-nX+ nX]:;Pa
Ainsi, en reprenant les deux questions précédentes, I’équation (E;) n'admet de solu-
k
tions non nulles que pour A € {;, k€ [o, n]]} et Sy = vect (Xk(X - 1)”_k).
En appliquant la formule du bindme de Newton :
= [ = (n k n-k n n
Yl =Y |, |Xa-X"" " =x+a-x)"=1"=1
=0 \k i=o\k

Soit ¢ € [[1, n], en appliquant astucieusement le binome de Newton :

S

k=0

O T o L P ot o I

k=0 h=¢ h=¢

4 iy n—¢ .y
k=0

ol 'on a fait le changement de variable h = n—k

Ainsi, tout vecteur X’ € vect 7, doncE = vect(B) c vect T

Linclusion réciproque est évidente, puisque E est un espace vectoriel contenant tous
les T.

Ainsi E = vect T et T est une famille génératrice de E.

Cette famille est composée de n+1 = dim E vecteurs. C’est donc une famille génératrice
minimale de E

T =(Ty, T1,...T,) estune base de E.

k
D’apres les questions 5, on a pour tout k € [0, n], ¢ (Ty) = - Ty, et donc

O 0 .- -+ 0
) 0 1
B=Mr@==|: . 2
n
: . .0

Comme A et B sont semblables, puisque toutes les deux sont des matrices du méme
endomorphisme ¢, on attend ici la formule du changement de bases. Si on note alors
P = M7 3(id), matrice des composantes de 7, dans labase B, et Q = M 7(id), matrice
des composantes de 53 dans la base 7,on a:

e Px(Q=QxP=1I,4,cesontles matrices inverses I'une de I'autre.

o Mp(p) = M7 5(id) x M1(p) x Mg 7(id) etdonc A=P x Bx Q
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1.7

(@)

(b)

(c)

etQ=

o
o
—— O

n
ol
n

(On retrouve le triangle de a partir de la pointe du bas a droite)

- .. . n—k o n . 3 .

i=0 j=k

n-k
Puisque Ty = XF(1-X)"" %= x* }"
i=0

n-—
Ainsi Ty = Z( 1)1( )Xf T, = Z( 1)/~ 1( )XJ et T, =X".
j=1 ] -
X+(1- X) =1, donc d’apres la réciproque de Bézout: X A (1 - X) = 1.
Puis d’apres un corollaire du lemme de Gauss, X A (1 — X)"% =1 et de nouveau : X* A
A-x)"F=1.

On peut alors appliquer le théoreme de Bézout : 3(Uy, V1) € (R[X])? tel que U X ki
Via-x)"k=1.

Faisons la division euclidienne de V; par X, il existe Q, V, € R[X] tel que V;
avec degV, < deng = k.

Puis notons Us = U; + Q(1 - X)" ¥, alors

=QXx*+V,

U XE 11, (1-X)" K = (U1+Q(1 x)nkxk 4 (Vl—QXk)(l—X)”_k:Ule+V1(1—X)”_k:1

Enfin, deg(Ung) =deg U2+deng = k+degU,, mais comme Ung = 1—V2(1—X)”_k,deg Us+
k <degVs(l —X)" k= degVo+n—k<k+n—-k=n,etdoncdeglU, < n—k.

Il ne reste plus qu’a montrer l'unicité.

Supposons que UX*+ V(1 -X)"*=1=UX "+ V(1 - X)" ¥ =1 avec degU < n—k
etdegV < k, Alors (U - Uz) X¥ = (V, - V) (1 - X)" ¥ etdonc X* | (v, - V) (1 - X)"F. Or

Xk A 1- X)”_k =1, donc d’apres le lemme de Gauss : Xk | Vo =V, maisdegV, —v <k,

donc nécessairement V, — V =0 et ainsi V, = V, puis U — U, = 0 et donc U = Us.

11 existe donc un unique couple (U, V) € (R[X])? tel que UX*+va-x)""%=1avec
degU <n—-ketdegV <k
Divisons la relation précédente par Tk :

1 Ux® . va-x"*t U LV
T B Xk(1-x)n-k = Xk(1-X)n-k B 1-Xx)n-k  xk
k-1 k=1 (V1
, Vv [V] Vik—i
Ainsicomme degV < k, onpeutnoter V= )_ [V]; X/ etdonc — = ) —= ! Z Wle-s,
j=0 X Jj= OX i i=1 X!

Il faudrait faire la méme chose pour U, mais en le développant en somme de puissance
de (1-X) alaplace de X.

Notons W = U o (1 — X) (composition), puis notons que degW < n— k et donc W =
n-k .

Y (wlix.

j=0
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On a alors en composant de nouveau par (1-X) (puisque (1-X)o(1-X)=1-(1-X) =X
):

U _Wo(l—X)_”ik[W]j(l—X)j_”ik[W]n_k_i
L-X)mk - a-xnk o oa-xrk 5 a-X)!
1 & Vi =k Wlog-j

AvecW=Uo(1-X),ona—=)_

2

o a-x))

XJ

(d) Suivantlindication, et en exploitantla 7 eme ligne du triangle de Pascal: 1,6, 15,20,15,6,1:

1=(X+01-X)°
=X 46X°1-X)+15X*(1-X)?+20X3(1 - X3 +15X°(1 - X)*+6X(1-X)°+(1-X)®
=X [X*+6X(1-X)+ 151 - X)*| +(1 - X)*[20X> + 15X*(1 - X) +6X (1 - X)* + (1 - X)*]

-

U 14

Ontrouvedonc W=Uo(1-X)=(1-X)?+6(1-X)X+15X>=1-2X+X*>+6X—-6X>+
15X?=14+4X+10X?et V=20X>+15X%>-15X>+6X-12X%>+6X°+1-3X+3X*- X3 =
1+3X+6X%+10X5.

1 _1+3+6+10+ 1 N 4 +10
Xf1-x3 x4 x3 X2 X (1-X3 (1-X?2 (1-X)

Ainsi :

Partie IV

IV.1 (a) Z, estune variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli.
Z» =0 ssiles deux tirages ont donné la méme boule ssi le second tirage donne la méme

boule que le premier. Donc P (Z, =0) = —.
n

Une autre fagon de voir est de paramétrer les tirages en fonction du résultat du premier
tirage. Il y a n® tirages possibles de 2 boules, parmi ceux n correspondent 2 un double
tirage d'une méme couleur.

n-1
Z2 — B ( )
n
(b) Sachant que les k premiers tirages on conduit a obtenir j couleurs différentes, on peut
modéliser que les tirages de la boule suivante sont équiprobables et raisonner par dé-
nombrement. Il y a j possibilités pour obtenir une couleur déja rencontrée et n— j pour
une couleur différente.
n-j J
Py-=jZgr1=)=—"=1-=
n n

Y est une variable aléatoire a valeurs dans Y (Q) = [1, n], on peut appliquer la formule
des probabilités totales

n n 7
P(Zrp1=1)=) P(Yp=j)xPy=j(Zrnn=1=) P(Yp=j)x (1—%)
j=1 j=1
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On reconnait des résultats bien connus :
1
P([Zky1=1D=1- ;E(Yk)

k
La variable aléatoire Z Z; indique la nombre de fois ou I'on obtenu une nouvelle cou-
i=1
k
leur des tirages 1 a k. Autrement écrit, Z Z;. est le nombre de couleurs différentes ren-
i=1
k
contrées, jusqu’au k-ieme tirage. C’est exactement Y. Donc Yy = Z Z; On a donc, par
i=1
k
linéarité, E(Yy) = Z E (Z;). Mais Z; suit une loi de Bernoullidonc E(Z;) =P (Z; =1). On
i=1
trouve donc

1 k
P((Zp =1 =1-—3 P([Z=1])
j=1

(c) Onvadémontrer le résultat annoncé par récurrence forte. Posons, pour tout k € N*, Py :<

1 k-1
P([Z,=1]) = (1——) ».
n

1\1-1
e OnsaitqueP(Z;=1)=1et (1 - —) = 1. Donc P; est vraie.
n

« Soit k € N*. Supposons que Py, P, - -- Py sont vraies.

1 k 1 k j-1
P(Zk+1:1):1——ZP([ijl]):l——z(l——)
ni3 ni4

On a reconnu la somme de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison

1 1
r=1-—,donccommel—r=—
n n

1 1-r* Ok
P(Zg1=1D)1-—x =1—(1—r):r
n 1l-r

Donc Py, est vraie.
¢ Conclusion:

1\k-1
Pourtoutkel\l*,P([Zk:I]):(1—;) .

(d) On adonc (avec la question (b)) :

k
EY ) =n(1-P(Zis1 = 1)):n(1_(1_l) )

IV.2 (a) On applique les formules

n . n .
So=Y P(Yp=0)X'=1X"+0=1 et $=)YP(V1=)X'=0+1X+0=X
i=0 i=0
Enfin,comme Y, = Z1+ 2, Y2 (Q) ={1,2} et P (Y2 =2)=P(Z1=1nZ,=1)=P(Z; =1) x
1
Pz -1(Z>=1)=1xP(Z,=1)=—car Z; =1 estcertain. ainsiP (Yo =1) =1-P (Y, =2) =
n
1 n-1

n n
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S$2=) P(V,=DX'==X+—X
i=0 n n
(b) Soit k € N et i € [0,n] (La suite est vraie, méme pour k = 0 ou i = 0, dans ce cas
P(Yi,=-1)=0).
On exploite la variable aléatoire Yy : ([ Yz = j]), < j<n €st un systéme complet d’événe-
ments. Par la formule des probabilités totales :

P([Yir = i) = P(Ye=j)Py=j Yir1=1)

j=1
Or:
e sije{i—1,iL,Py=j (Y1 =1)=0;
e sij=1,

P(Yy=inYi=10) PYy=inZp1=0)
P(Yi=1) B P(Yi=1)

. L
Py —i(Yps1=1)= =Py=i (Zx=10)= -

d’apres 1.(b)
esij=i-1,

P(Yr=i—-1NnY1=1)

Py, =i-1(Yp1=10) =

P(Yi=i-1)

P(Yr=i-1NnZg41=1) .. n—=(-1)

= =Pv_; (1 =1) = ————
P(Yk:l—l) Yi=i 1( k l)

d’apres 1.(b)

Pourtout k e Nettouti € [0,n] :P([Yis1 =i]) = %P([Yk = i])+(1 - T)P([Yk =i-1])

(c) Soit k € N, commencons par noter que sii =n+1,1-—— =1-1=0, donc on peut
n
ajouter un terme a la derniere somme :

n . no(i . n+l i—1 .
Ska1= 2 PV =X =) (—P([Yk = i]))X’ +3 ((1 - —)P([Yk =i- 11))X’
i=0 i=o\ 1 i=1 n
1 n . n+1 . 1 n .
=—XY iP(V=DX""+XY P(YVy=i-DX'—=X*Y (i-DP(Vp=i-1) X2
- i=o =l = )
(X7 PG=DXT)’ oo PYE= X" (Zpy P(Yi=h)x")

1 ! 1 2 ! 1 !
= EXS,C + XS — EX S = ;X(l - X)S;. + XSk
Ainsi, )
Pour tout k€N, Sg41 = ;X(l - X)S;. + XSk
(d) Larelation précédente indique directement, que pour tout k € N, Sg11 = ¢ (Sk).
Ainsi, par récurrence immédiate : pour tout k € N, Sy = (pk (So)
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n
IV.3 (a) Avec les calculs trouvés en 2.(a), on a directement : So(1) =1,5;(1) =1,S,(1) = — +
n

—=1.
n

1
La relation de récurrence qui lie Si.; a Sg est: Sg1 = —X(1— X)S;C + X Sk.
n

Donc en substituant 1 a X, on trouve : Sy41(1) =0 x S;C(l) + S5 (1) = Sp(1).
Donc la suite (Sk(1)) est constante. Elle est égale a 1, pour tout k € N (normal!!).
Puis en dérivant cette relation, on trouve

S —l(l—X)S’ —lXS’ +1X(1—X)S”+S + XS,
S O A kT Ok k

1 1

Donc en substituant 1 a X, on trouve : Sy, (1) = (1 - —) D +S M) =1+ (1 - —) S, (1)
n n

Ainsi, en notant uy = S;c(l), (ug) est une suite arithmético-géométrique, son point fixe

1 1
est ¢ tel que ¢ = 1+(1—E)€, donc ¢ = 1+€—;€, donc ¢ = n. On a alors U1 — ¢ =

1 k
(1——) (ug—¥¢) avec ug =0
n

k
VkeN,Si(1) =1 S;C(l):n—n(l—%) =E(Y3)

(b) Puisque S;C(l) =E(Y}), on a donc retrouvé
1\ 1\
VkeN, E(Yk):n—n(l——) :n(l—(l——) )
n n
(c) Fixons k (nombre de tirages) et faisons tendre n vers l'infini (une infinité de couleur).

ne - ¢k
Alors 1—; — 1, il faut étre plus précis : 1—; :1—;+0

1
—) et donc
n

nk
E(Yy) ~ — =k-Toutles k tirages conduisent a des couleurs différentes
n n

—+00

Fixons n (nombre de couleurs) et faisons tendre k vers 'infini (infinité de tirage).

1\ 1 1 1
Alors (1 - —) =exp (kln(l — —)) — 0 par composition carln(l - —) <0etdonckln|l1-— — —o0,
n n n n

et donc

E(Yy) s n - Toutes les n couleurs ont été obtenues.
—+00

J

IV4 (a) En partie IIL.5., on a démontré que pour tout j € [0, n]}, ¢ (Tj) = T}, et par récurrence

trés immeédiate :

n
(b) Sy = (pk (So) = (pk(l). Orl= . (n) T;, donc par linéarité de ¢ donc de (pk :

zo\J
e[S )-£lo-SL
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n-—
Il reste a écrire T; sur la base canonique (cf. IIL.6.(e)) : T} = Z( i~ ]( ])X’ donc
i=j -

][R A I o
o e DR

(c) Lécriture polynomiale est unique, on peut donc identifier, en exploitant également le
fait que

n\(n-j nl(n—j)! n! _nl i! _n)(i
iNi=j| = = pia=-pim-p-G-p jli- - im-it jli-pt \i)\j

i (i -\ k
VkeN,Vie[0,n], P(Yr=il)=I[Skl; ( )Z( )( )i~ J(i)
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