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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 7 I

Exercice 1 -

1. Labase canonique de R? est| B = ((1,0,0, 0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)).

La base canonique de M5 3(R) est

B=(Ei1,E12 E13,E21,E2 2, B2 3) ol E; j désigne la matrice élémentaire ol tous
les coefficients sont nuls sauf celui situé a la i—ieme ligne et j—iéme colonne
qui vaut 1.

La base canonique du C—espace vectoriel C3[X] est| F = (1, X, X2, X°).
2. > Déja, F est une partie de F (R, R).
> La fonction nulle est bien 27—périodique donc elle appartient a F.
> Soient f et g deux vecteurs de F et A un nombre réel. On pose h = Af + g. Pour tout

X eR,
h(x+2m) =Af(x+2m) + g(x+2m) par définition de h
=Af(x)+gx) parce que f et g sont 2r—périodiques
= h(x) par définition de h

donc h est 2n—périodique donc Af + g€ F.

’ F est bien un sous-espace vectoriel du R—espace vectoriel F (R, R).

3. Onremarque que F est une partie de R*. Soit (x,y,2, 1) € R*. Ona

(x)y’Z;t)€F<:){x -y + Z =0
x + z + |[-1]t = 0
x=A
Yy=H
< L ueR, Zm Aty
r=u

<~ L, puelR, (x,y,2,1t)=A1(1,0,-1,0)+pu(0,1,1,1)

<~ (x,),%,t) € Vect(u, v) oul'onaposé u=(1,0,—-1,00etv=(0,1,1,1)

donc F = Vect(u, v). Donc| F est un sous-espace vectoriel de R*.

Les vecteurs u et v n’étant pas colinéaires, la famille (u, v) est libre, et comme elle est géné-
ratrice de F,

la famille (u, v) est une base de F, oul'on a posé u=(1,0,—1,0) et v=(0,1,1,1).

4. 11 s'agit de montrer que toute suite u de R™ se décompose de maniére unique en la somme
d’une suite v dans F et d'une suite w dans G. On raisonne par analyse-synthese. On consi-
dere une suite u de R".
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> Analyse: Soient v € F et w € G. On suppose que © = v+ w. Alors :

e VneN, u,=v,+ wy,.
® Up= 0.
e w est géométrique de raison 3 donc pour tout n € N, w;, = 3" wy.
On a donc uy = vy + wy = wy. Ainsi, la suite w est unique et déterminée par uet: Vn €
N, w;, = 3"ugy. La relation u = v + w impose alors : Vn € N, v, = u, —3"uy donc v est
également unique et déterminée par u.
> Synthese : On considere les suites v et w définies par

vneN, v,=u,-3"uy et w,=3"up

e Ona:VvVneN, u,=v,+ w,.
e vo=1uy-3"up=uy—uy=0donc veF.

31’l+1

e PourtoutneN, wy,, 1 = uy=3x3"uy=3w, donc weaG.

Ceci prouve que u se décompose de maniére unique en la somme v+ w d’un vecteur v de F
et d'un vecteur w de G. Finalement,

F et G sont supplémentaires dans RV.

5. Soient x, y et z trois réels. On suppose que
. 10 N 1 0 2 0 1) (0 0
0o 1)"Ylo -1)7*l1 o/7lo o)

. x+y z )\ _(0 0 _ o _ _
Alorsonobtlent( 2 x—y)_(o 0)doncx+y—0,x y=0etz=0.Donc x =y et

2x=x+x=x+y=0doncx=0, y=0et z=0. Finalement,

] cette famille de matrices est libre.

6. (a) Soit P € R3[X].

PeF < P2)=P'(2) =0
<= «2 estracine au moins double de P »
— JQeR[X], P=(X-2)%Q
< 3Ja,beR, P=(X-2)*aX+b)
> Ja,beR, P=aX(X -2)*+b(X -2)*
> PeVect(X(X -2)%,(X-2)%)

donc F = Vect(X(X —2)%, (X —2)?). Ainsi, la famille (X (X —2)?, (X — 2)?) est génératrice
de F et c’est une famille libre car elle est constituée de deux polynomes non-nuls de
degré distincts. Ainsi, (X (X —1)2, (X —2)?) est une base de F donc

] F est de dimension 2. \

(b) > Onsait déja que le polynome nul 6 appartient a F nR; [X] donc {0} c FN Ry [X].
> Soit P € FNR;[X]. Alors il existe a,b € R tels que P = aX + b. On a donc P’ = a.
Comme P(2) =0et P'(2) =0, on obtient2a+b =0 et a = 0. Donc b = 0 et finalement
P =0. Ainsi, FnR;[X] c {6}.

En conclusion, F NR; [X] = {0} donc | F et R;[X] sont en somme directe.
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(c) Onadim(F)+dim(R;[X]) =2+2 =4 =dim(R3[X]) et F et R;[X] sont en somme directe
donc

’ F et R;[X] sont supplémentaires dans Rs[X]. ‘

7. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors

| dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(F N G). |

Probléeme 1 - Partiel

1. F estle sous-espace vectoriel engendré par vy, v» et vs. Ainsi, c’est un [espace Vectorielj.
Par ailleurs, on remarque que vy = 2v,—vs. Ainsi, F = Vect (v, v3). La famille (v, v3) est donc
[génératrice de F}

On vérifie qu’elle est libre (par la définition ou en précisant qu’elle est constituée de deux

vecteurs non colinéaires). Il s’agit donc d’'une | base de F |.

Conclusion : F est un espace vectoriel et (v,, v3) en est une base.
2. Ona:

G:{(x,y,z,t)€R4|x—y+z—2t:0 et x=2z+t}
:{(x,y,z,t)(—:R4|z+t—y+z—2t:0 etx=z+1}
={(x,p,z, )R |y=2z—tetx=z+1}
={(z+1,2z—t,2,0)|(2, 1) e R?}
={2(1,2,1,0) + £(1,-1,0,1) | (z, t) € R?}
= Vect((1,2,1,0),(1,-1,0,1)).

Ainsi, G = Vect((1,2,1,0),(1,—-1,0,1)) donc Gestun [espace Vectorielj et((1,2,1,0),(1,-1,0,1))

est une (famille génératrice} de G. Comme cette famille est constituée de deux vecteurs non

colinéaires, elle est|libre ).
Conclusion : G est un espace vectoriel dont une base est ((1,2,1,0), (1,-1,0,1)).

3. Soit (x, y, 2, t) € R,

A(a,b) eR*/(x,¥,2,1) =avo+bvs=(2a+3b,a+3b,—2b,a+b)

X, hz,) EFNG<—={ x—y+z-2t =0
X—2z—t =0

3(a,b) eR?/(x,y,2, 1) =(a+3b,a+3b,—2b,a+b)
<1 (2a+3b)—(a+3b)+(-2b)—2(a+b) =0
(2a+3b) - (=2b) — (a+b) =0

A(a,b) eR%/(x,y,2,1) = 2a+3b,a+3b,—2b,a+Db)

=
a =—4b

<= 3dbeR/(x,y,2,t) = (=4b)v2 + bvs = b (—4v2 + v3)

<~ (x,),%2,t) € Vect(—4v, + v3)

Ainsi, FNG = Vect(—4v, + v3) (c’est donc un espace vectoriel!) et —4v, + v3 = (-5,-1,-2,-3)
est un vecteur non nul qui en forme une famille génératrice, c’en est donc une base.

Conclusion : (-5,-1,-2,-3) forme une| basede FNn G |.

3
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Partie I1

1. SoitkeN*.Ona:
e Ej; c M3(R) qui est un espace vectoriel de référence.
e 03 € Ecar A¥03 = 03 = A¥105.

e SoientAeRet(M,N)€eE i On a, en utilisant les propriétés de distributivité dans M3 (R)

et le fait que M et N soient des éléments de Ej :

AYAM + N) = AAFM + AKN = A AT M+ AR IN = AR T AM + N)

Ainsi, AM + N € E.
Conclusion : Ex est un [sous—espace vectoriel de Mg(R)}.
2. (@ OnakE;={Me M;3(R), AM = Mj}.

a b c
SoitM:(d e f)eMg(R).
g h i
a =d
e =b
C =
d e f a b c g =d
MEE1<:>(g h i)_(d e f)<:>< h =e
0 0 O g h i f =i
g =0
h =0
i =0

Conclusion : .

a b
(b) Ez:{Me./\/lg(IR),AzM:AM}.SoitM:( d e
g h i
g =
g h i d e f h ~
MEEZ@(OOO):(ghi)@<l f
00 0 0 0 0 g =0
h =
i =0
(a,b,c) € R,
Ainsi,
1 00 10
M€E2(=>M:a(0 0 0)+b( 00
00 0 0 0

a =0
b =
C =
d =
e =
f =
g =
h =
i =0
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Les trois matrices précédentes forment donc une [famille génératrice} de E».

Montrons que cette famille est libre. Soit (a, 8,7) € R® tel que :
1 00 010 0 01 0 0O
al0 0 0|+B|0 O O|+y|0O O O|=]|0 O O
0 0O 0 0O 0 0O 0 0O
On a alors
a B vy 0 0O
0 0 0|=1000
0 0 O 0 0O
etdonc @ = f =7y = 0. La famille est donc . Elle constitue une .
3. Soit k € N*. Soit M € Ej. On a alors A*M = A¥"1 M. Ainsi,
AN = (AAF) M = A(A¥M) = 4[4 M) = (A4 M = AFm

ol 'on a utilisé plusieurs fois I'associativité du produit matriciel. Donc M € Ej.;.

Conclusion : Pour tout k € N*, .

4. Supposons que A soit inversible. Montrons que Ey4 < Ey. Soit M € E.;.Onadonc ARt =
AFM. Comme A est inversible, elle admet une matrice inverse A™!. En multipliant par cette
inverse a gauche dans I'égalité précédente, il vient :

AL (A’““M) — Al (AkM)
Et donc, en utilisant I'associativité du produit matriciel,
(ATt AR M= (a7t a) AFM = AFM et AT (AFM) = (a71A) AR M = ATy

dott A¥M = A¥" "M et donc M € Ey. Donc Ej, < Ei. Et comme d’apres la question précé-
dente, Ej. < E¢4+1, on peut conclure.

Conclusion : Si A est inversible, alors .

Partie I11
1. (a) i Soitg#1,soitneN",ona:

n-1 n-1 n-1
(1_q)quk: qu_quk+l
k:1 k:1 k:]_

n-1 n .
=Y kq*-Y (i-1)g" enposant dans la deuxieme somme i = k+1
k=1 i=2

n-1 n . no.
= quk—Ziq’+Zq’
k=1 i=2

i=2

n—1 © n—l' ; " 21_qn—2+1
=q+) kq"-) iq'—nq"+q .

k=2 i=2 —-q
B ~ " 2]‘_ql’l—2+1
=q—nq +q—1—q

Ainsi, puisque g # 1, on obtient :
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n—1 n 1-— n—-2+1
Y k g~ = __, 9 . e q .
k=1 l1-q 1-¢q 1-q)
1
ii. En utilisant la question précédente avec g = > #1,il vient:

Sl B

k=0

1\*! 1
zl_n(_) r1-
2 2

=2-2( +1)(1)n

n—-1 1 k
(b) Redémontrons cette égalité par récurrence. Pour tout n € N*, on pose P(n) : « Z k (E) =
k=0

2-2(n+1) (1)”
n > ».

Initialisation Pourn=1,ona:

n-1 1 k
Zk(—) =0 et 2-2(n+1)
k=0 \2

1 n
_) ~0
2
donc P(1) est vraie.
Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a
alors, on utilisant '’hypothése de récurrence :

1

L) =Bl o)
s )

=2+ (%) (-2(n+1)+n)

=2-2(n+1)

n+1
=2+ (E) x2(-2(n+1)+n)

1 n+1
i)

P(n+1) est donc vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion Pour tout n € N, P(n) est vraie.
2. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RY.Ona:
e FcRN
e Opv € Fcar4x0=8x0-5x0+0.
e Soient A€ Ret, (i, ) € R x F2, montrons que Au+veF.SoitneN.Ona:

=2-2(n+2)

A u+AvV) 3 =4uUp3+A4Upy3
= 8Ups2 —SUpi1 + Uy + A (BUpsp —BUpe1 +vy)  car (u, v) € F?
=8 (Un+2 + AVn+2) =5 (Un+1 + AUnt1) + (U + AVp)
=8W+AV) 2 —5U+AV) i1 + (U+AV),
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4.

Onadoncu+AveF.

Conclusion : F est un Lsous—espace vectoriel de [R{NJ.
Montrons que a € F. Rappelons que :

VnelN, a,=1letd=8-5+1

doncVrneN, 4a,,.3=8a,+>—5a,+1 + a,, donc .
De méme montrons que be F,ona:
n 1 n+3 1
= 16(—) —20(—

1 n+2 1 n+1 1
‘v’nel\l,B( ) —5(—) +(—
2 2

n+3 1 n+3 1 n+3
- +8( = =4|-= .
2 2 2

2 2

Ainsi: VneN,4by, 3 =8byy2 —5bps1 + by, donc(be F).
Enfin, montrons que c € F, on a pour tout n € N :

n+2 1 n+l1 1 n 1 n+3 1 n+3 1 n+3 1 n+3 1 n+3
8(n+2)(—) -5(n+ 1)(— +n(—) =16n|- +32 —) —20n(—) —20(— +8n(—)
2 2 2 2 2 2 2 2
n+3
=4n+3)| - .
( ) (2)
Ainsi:VneN, 4c,13 =8c¢pi2 —5Cpy1 + Cy, donc .
. Montrons que la famille (a, b, ¢) est une famille libre de F.
1 n
Soit (11,12, 13) € R tel que Lya+ Az2b+ A3c =0. On a dong, pour tout n € N, Ay + Ay (5) +
1 n
Asn|=| =0.
’ (2)

Méthode 1 : prendre successivement n = 0,7 = 1 et n = 2 pour avoir un systeme que 1'on
résout, on trouve que A1 =1, =A13=0

1
Méthode 2 : 3 €

n n
—1,1[ donc lim (—) = 0 et par croissance comparée lim n (—) =0,
n—+oo\ 2 n—+oo \2
donc

' 1\" 1\"
lim (/11 + Ao (—) +Asn (—) ) = A; eton obtient 1; = 0.
n—+oo 2 2
1\" 1\"
On a donc pour tout n e N, A, (5) +A3n (5) =0. En prenant n = 0, on obtient 1, = 0.

1 n
D’ol pour tout n €N, A3n (5) =0 et on obtient A3 =0.

Conclusion : La famille (a, b, ¢) est .
(@ 1i. PourneN,ona:

4Vp1 —Vn =4 Ups2 — Ups1) — Ups1 + Up = 4Upy2 —SUpyr + Up.
Orue Fdonc4uy,, 3 =8uUpio —SlUpiq + Uy Ainsi :
AUpi2 —DSUpt1+ Up =8Up+2 —SUpt1 + Up —4Upns2 = 4Uni3 —4Upi2 = 4VUny2.

Conclusion: VneN,4v,,» =4v,+1 — vy, donc .

ii. Lensemble G est '’ensemble des suites vérifiant la relation linéaire de récurrence
d’ordre 2:
VHEN, 4vn+2:4Vn+1_vn.

On résout I'’équation caractéristique associée a cette relation :
2 2 1)\? 1
Arc=4r-1<—=4r°—-4r+1=0<—14 r—E =0<=>r:§.

7
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iii.

Probléme 2 -

1.

Ainis, d’apres le cours, on a donc:

1\" 1\"
veEG=3IA,wWeR? | VneN, vn:A(E) +un(§).

Conclusion : v est combinaison linéaire de b et c.
Soit n € N*. En sommant pour k=0 a n—1 la relation (), on a par télescopage :

n—-1 n—1

Y Uk= ) Uk — Uk = Up— U
k=0 k=0

n—-1
Donc|u, =ug+ Y_ k|
k=0
Montrons maintenant que u est combinaison linéaire des suites a, b et c.
n—-1
On a montré que pour tout entier n non nul, u, = uy + Z vy et qu'il existe (A, u) €
k=0

n 1 n
R? tels que pour tout entier 7, v, = A (5) +un (5) .On a dongc, par linéarité de la
somme :

1 k

n-1 k 1 k n-1rq n-1 1 k
un:u0+z /1(—) +,uk(—) :u0+/12(— +,u2k(—) .
k=o\ \2 2 k=02 k=0 \2
Ainsi, en utilisant la question préliminaire pour tout entier » non nul,

1-(3)" +,u(2—2(n+1) (%)n)

Up=Uy+ A

1
2

donc
n

1\" 1
un:u0+2/1—2/1(5) +2,u—2u(n+1)(5) .

Cette formule reste valable pour n = 0.

Conclusion : [u =(up+2A+2u)a—-QA+2wb— ZMCJ, la suite u est donc bien com-
binaison linéaire de a, b et c.

(b) On a bien montré que la famille (a, b, c) est aussi une famille génératrice de F. Elle

forme donc une .

(@) Soit n > 2 un entier. Les événements A,, B,, C, et D, forment un systeme complet
d’événements de probabilités non nulles. Donc d’apres la formule des probabilités to-
tales,ona:

P(An+1) = Pa,(Ap+1) P(Ap) + P, (Ap+1) P(Bp) + Pc,, (An+1) P(Cp) + Pp, (Ap+1) P(Dy) .

Or, d’aprésl’énoncé, Py, (A1) =

2

1 o
5 P8, (Ani1) = 5 et P, (Anir) = Pp, (A1) = 0. Ainsi,

2 1
P(Aps1) = gP(An) + EP(Bn)-

(b) De méme, ona:

1 1
P(Bp+1) = EP(Cn) + §P(Dn);

1 1
P(Cps1) = §P(An) + EP(Bn);

1 2
P(Dy1) = EP(C”) + §P(Dn)-
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(c) Alinstant 0, la puce se trouve sur le sommet A. Donc P(Ag) = 1, et P(By) = P(Cp) =
P(Dy) = 0. Par ailleurs, d’apres I'’énoncé, a I'instant 1, la puce se trouve sur le sommet

2 1 2
A avec une probabilité 3 et sur le sommet C avec une probabilité 3 ie P(Ay) = 3 et

1
P(C)) = 3 On a donc également P(B;) = P(D;) = 0. Des lors, on a bien :

P(A )—g—gP(A )+1P(B );
1 _3_3 0 2 0/,

1 1
P(B1)=0=§P(C0)+§P(D0);
P(C)—l—lp(A )+1P(B );
1 _3_3 0 2 0/,

1 2
P(D)=0= EP(CO) + §P(D0).
Par ailleurs,
P(A))=P(A1NA)+P(B1NA)+P(CinAy)+P(D;)NAy).

Comme, P(B;) = P(D1) =0,ona P(B;nAy) =P(D;n Ay) =0. Par ailleurs,

P(A1NAp) =Py, (A2)P(A}) 2,221
= ==X —-—=—:
1 2 A\ L12 1 3 3 9)

1
P(C1N A2) = P, (A P(Cr) =0 3 = 0.

4 1 2 1
Ainsi, P(Ay) = 5 De méme, on peut montrer que P(B;) = 6, P(Cy) = § et P(Dy) = E Et
donc, on a bien:

P(A)—é—EP(A)+1P(B)'
2_9_3 1 2 1),
P(B)—E_EP(C)+1P(D)'
2_6_2 1 3 1))
P(C)—E—EP(A)+1P(B)'
2_9_3 1 2 1),
P(D)—l—lP(C)+gP(D)
2_6_2 1 3 1)-

Donc, les relations précédentes sont encore valables pour n=1et n=0.

(d) Pour tout n € N, les événements A,, B,, C, et D, forment un systeme complet d’éve-
nements, et donc
P(A,)+P(B,)+P(C,)+P(D,)=1.

2. D’apres les relations établies précédemment, on a :
P(Ap1) = gP(An) + %P(Bn);
P(Bp+1) = %P(Cn) + %P(Dn);
P(Cp+1) = %P(An) + %P(Bn)-

Or,
P(A,))+P(B,)+P(C,)+P(Dy) =1.
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Donc,
p(Dn) :l_P(An)_P(Bn)_P(Cn)-
Et donc,
1 1 1 1
P(Bu+1) = —§P(A,1) - gP(Bn) + EP(CH) + 5
Dés lors,
2P(A ) + 1P(B )
P(Ap+1) s 2 )
Ups1=|PBu+1) |=|—-=P(Ay) — §P(Bn) + EP(Cn) + g
P(Cp+1) 1 1
EP(AH) + EP(Bn)
Or,

1 4 3 0\ [(P(An
AU, +B==-|-2 -2 1]||PBy |+

a

W -

)

= 1P(A) 1P(B)+1P(C)+1
B I T

2 3 o/\pPcy

gP(A)+1P(B)
3- Mo

1P(A)+1P(B)
I R

=Upt1.

3. m)HmmmL:(b)mmcthERAbm,

(o

2 1
a= -—a+ =Db
3 2
1 1 1 1
= 4b= --a- -b+ =c+ =
3 3 6 3
1 1
c= =—a+ =b
3
1 1
—a— =b = 0
2
1 4 1 1
<4 -a+ =-b- —-c= =
3 3 3
1 1
-—a- —-b+ ¢= 0
3 2

On résout ce systeme par la méthode du pivot de Gauss :

—a-—

1

1 1
-b = 0 —-a— -=-b = 0
2 2
4 1 1 ,—I3+L 5 5 1
-b- —-c= —-1—315< -b+ —-c= -
3 6 3 6 6 3
1 1
—-b+ c= 0 ——a— -—-b+ c= 0
2 2

10
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1 1
1 1 _
_ —a— —-b = 0
—a— Eb = 0 3 2
L3—L3+L 5 1 L3<—L3+§L2 5 5 1
- —b+ —c= - b+ —c= o
6 3 6 g
-b+ ¢= 0 +2c= -
5
D’ou
3
a= —
10
1
1b= =
5
1
c= =
5

Et donc, 'unique vecteur L qui vérifie L= AL+ Best L=

Gl o =S| w

(b) Notons P;, la proposition « U,, = A" (Uy — L) + B ».
Initialisation (n=0) :
A’(Uy—- L)+ L=I(Uy— L)+ L=Uy— L+ L= Uydonc P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que
Pn+1 est vraie. D’apres ce qui précede, on sait que L = AL+ B et que U4+ = AU, + B.
D’autre part, par hypotheése de récurrence, on sait que U, = A" (Uy — L) + L donc on en
déduit que :

Ups1= AU, +B=A(A"(Up— L)+ L)+ B= A" (Uy— L)+ AL+ B= A" (Uy— L) + L.

Donc, P,+1 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n

dans N a savoir :
VneN, U,=A"Uy—-L)+L

4. (a) Calculons RQ:

1 1 3 0 -5 -5 10 0 O
RQ=|-1 -2 -1||-2 -4 2 |=]10 10 O |=101.
-1 2 1 4 3 1 0 0 10

Ainsi, R est inversible, et

0 1 1

2

R*:LQ: 1 _é 1
10

25 35 ?

5 10 10

11
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(b) Calculons CR—RD:

4 3 0\(1 1 3 1 1 3\(1 0 0
CR-RD=|-2 -2 1||-1 -2 -1]-|-1 -2 -1f[o -2 o

2 3 of\-1 2 1 -1 2 1J)lo o 3

1 -2 9 1 -2 9

=[-1 4 -3|-|-1 4 -3

-1 -4 3 -1 -4 3

000

=10 0 0

000

1 n
(c) Notons Py, la proposition : « A" = (6) RD"R™'» .

1\0
Initialisation (n=0) : A° = I; et (6) RD°R™'=1xRIR™! = RR' = I donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que
Pp.1 est vraie. D’apres ce qui précéde, CR = RD et R est inversible, donc C = RDR™.

1
Par ailleurs, C = 6A donc A= —RDR™!. D’autre part, par hypothese de récurrence, on
1 n
sait que A" = (é) RD"R™!, donc on en déduit que :
n+1 n 1n np-1 1 -1 1n 1 np-1 -1
A" =A"xA=|=-| RD"R"" " x—-RDR " =|-| x=xRD"R "RDR
6 6 6 6
1 n+1 " Y 1 n+1 nal ol
= 5 RD"IiDR " = 5 RD"R

donc P, est vraie et ainsi la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n

dans N, a savoir :

1 n
Vnen, A”:(g) RD"R7!,

5. Calculons A" grace a la formule obtenue a la question précédente :

n ln np-1
A:g RD"R

, 1 1
1 1 3\(1 0 0O 5
1\" 1 51
:(_) -1 =2 -1llo 2" o||l-2 -2 =
1 2 1)l o 3|2 P2 3
5 10 10
11
1\" 1 1
-1 -2 3 )| 2 P Y
5 10 10

(_2)1’! 2 X3n+1 1 (_2)n+1 3l’l+2 1 (_2)1’1 3n+1
- + -+ +

2 5 10 2 5 10
. (_2)n+2 3n+ (_2)n+1 3n

5 5
_(l)n (_2)n+1 2X3n
= 5 _ —

1 1
5 5 2 5 10 2 5 10
(_2)n+1 2% 3" 1 (_2)n+2 3n+1 1 (_2)n+1 3"
+ — + - — + —
5 ) 2 ) 10 2 5 10

12
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Des lors :

U,=A"Uy—-L)+L

(_2)1’1 . 2 x 3n+1 1 s (_2)n+1 s 3n+2 1 .\ (_2)11 3n+1 r 3
5 5 2 5 1 2 5 10 1 |10
:(l)”l _(_2)n+1_2x3n 1+(_2)n+2_3n+q 1+(_2)n+1_g y (0) l
6 5 5 2 5 10 2 5 10
(_2)n+1 s 2 % 3" 1 (_2)n+2 . 3n+1 1 (_2)n+1 . 3" 0 i
5 5 2 5 10 2 5 10/ 1L 5
(_2)n N 2 x 3n+1 1 .\ (_2)n+1 s 3n+2 1 .\ (_z)n .\ 3n+1 7 3
o 5 2 5 19 2 5.0 10 (g |1
_ (l) ~ (_2)n+1 ~ 2 % 3n 1+ (_2)n+2 ~ 3I’l+ 1+ (_2)n+1 _ g RN 1
6
(_2)51)1+1 s 2 X531’l % (_2?n+2 . 3}19-1 % (_2?n+1 . ?{g’l) _i i
5 5 2 5 10 2 5 10 5 5
(_z)n 3n+1 1 3
ST 5] |10
_(1)” ( 2)I’l+l 3" 1 N ]10
= 5l |- - -
( 21)0n+1 3" ? i
10 5 5 5
1 (—2)" 3(3)n+1 l)n
10\ 6 516 516
B 2—2)"13”11)”
| 106 56/ 516

RS

10\ 6 516 516

Enfin, on a vu a la question 1.(d) que P(A,) + P(By) + P(C,) + P(D,) = 1. Donc,
P(D,)=1-(P(A,))+P(B,+P(C))=...

Probleme 3 -

Partie A
1. SoitP=a,X"+...+a;X+apeC[X].Ona:
e SpcC*®(R,C) par définition de Sp;
¢ la fonction nulle est solution de any(”) +...+a1y +apy=0donc Sp # @;
» Soient (y;,y2) € Sf) et A € C. On a, par linéarité de la dérivation :

an(Ay; + yé”)) +ora (A +y2) +ao(Ayr + y2)

=A(any” +...+ @ yy + aoy) + (any’ + ...+ a1y} + apy1)

~ J ~ J
g v~

=0 =0

=0

Donc, Sp est stable par combinaison linéaire.
Donc, Sp est bien un sous-espace vectoriel de C*°(R, C).
2. Soit r € C. Soit y € Sx_,. Alors, y est solution de y' — ry = 0. Dong, il existe A € C tel que
y = Ae, donc y € Vect(e,).
Réciproquement, si y € Vect(e,) alors il existe A € C tel que y = Ae,. Alors, y' = Are, = ry
donc y estsolutionde y' —ry=0,i.e y€ S,.
Ainsi, on a bien ’ Sx_, = Vect(e,). ‘

13

+
Gl =S| w



Maths MPSI CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 28/03/2026

3.

(@)

(b)

D’apres la question précédente, on a Sx_; = Vect(e;) et Sx_» = Vect(ey).

Par ailleurs, exprimons les solutions de y” =3y’ +2y =0, i.e les éléments de Sy2_5x 5.
Notons tout d’abord que les racines de X? —3X +2 sont 1 et 2.

Soit ye C*°(R,C).Ona:

YE€Sx2 3540 = y' =3y +2y=0
<:>EI(/1,u)€<[32, y=Aei + e,
< ye\Vect(ey,er)

Ainsi, Sx2_3x,o = Vect(ey, e2). Or, (e1, e2) forme une famille libre, puisque ce sont deux
vecteurs non nuls, et non colinéaires. Ainsi, Vect(e;, e2) = Vect(e;) @ Vect(e,).
On a donc bien montré que Sy2_3x.» = Sx-1® Sx—2.

L'équation homogene a été résolue a la question précédente. On cherche une solution
particuliére sous la forme ysp = Bey. Alors,

ysp estsolution <= ygp—3ysp+2ysp = e4
< 16Beys—12Bes+2Bes = ey

< 6Bey=¢y

< B=-

| . -
Ainsi, —ey4 est solution particuliére.

La forme générale des solutions de I'’équation différentielle est alors
1 2
X— 864 + Aey + ey avec (A, u) €C
Autrement dit,
(e e] i / 1
{yeC®R,O)y"-3y' +2y=es} = 5 + Vect(ey, eo)
On a donc bien un sous-espace affine de C*°(R, C) de direction Vect(e;, e;), dont (ey, e;)

est une base puisqu’il s’agit d'une famille libre (comme démontré a la question précé-
dente) et évidemment génératrice.

4. Soit r e Cet neN. Soient Ay, ..., A, € C des scalaires. On suppose que :

n
VxeR, Zakxkerxzo
k=0

n
Alors, pour tout x€ R, " () akxk) =0.0r, " # 0 pour tout x € R, donc
k=0

n
VxeR, Z akxk:O
k=0

n
Dongc, le polyndéme Z a; X" admet une infinité de racines. Il s’agit donc du polynéme nul et

k=0

donc pour tout k € [0, n], a; = 0. Donc, la famille (x — xK e”‘)k N de C*°(R, C) est libre pour
€
toutr e C.

14
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n n
5. (a) Onnote P= Y arX*desorte que (X—rP =Y ap(X*!-rx¥).Soit ye C*®,0).
k=0 k=0
Ona:

n
YESXx-np < Z dk(y(k+1) - l’y(k)) =0
k=0

n
= Y a(y/-rp®=0
k=0

— y -ryeSp

(b) Soit y € Sp. En notant ay, ..., a, les coefficients de P,on a: any(”) +...+apy=0.
En dérivant cette égalité, on obtient a, y"*V +...+ apy’ =0, i.e a,(y)(n) +...+ apy' =0
donc y' € Sp. Donc, Sp est stable par dérivation.
Par ailleurs, si y € Sp alors y' € Sp (d’aprés ce qui vient d’étre démontré) et donc y' —
ry € Sp puisque Sp est un espace vectoriel et est donc stable par combinaison linéaire.
Donc, y € S(x—rp d’apreés la question précédente. Donc, Sp < S(x—)p-

Partie B

6. SoitreC.Ona:
e E, cC®(R,C) puisque Qe, € C*(R,C) par produit de fonctions C*;
e onaclairement E, Z @;
« Soient (y1,y2) € E, et A € C. Il existe Q;, Q> € C[X] tels que y; = Qre; et yo = Qqe,. Alors,

yi+12=(Q1+Q2)er=(Q1+Q2)er € Er

Donc, E; est stable par combinaison linéaire.
Donc, E, est bien un sous-espace vectoriel de C* (R, C).

7. (a) llestclairque:
VxeE,,x=0—x=0

Donc, E;, est en somme directe... tout seul. Donc le résultat est vrai pour p = 1.
(b) Par hypothese, ona:

p-1 ~ ~
Y Qxer,+Qper, =0 o)
k=1

Dérivons cette expression (qui est bien évidemment dérivable...). On obtient :
Pl —~ —~ P~ —~
=1

Puis on fait (1) x (@;, + rp@;) —(2) x (j; de maniere a éliminer le dernier terme. On
obtient alors :

p-1. _ _ o
Y Q@ +7pQp) - (A + Qi) Qp | er =0
k=1
L'hypothese de récurrence nous permet alors d’affirmer que :
vke[lL,p-1],  Qu(Q) +r,Qp) = (Qr + Qi) Q,

Et cette égalité entre fonctions polynomiales est en fait une égalité entre polyndmes
par identification entre ces deux types d’objets sur C. Ainsi,

Vie[L,p-1],  Qk(Q,+7rpQp) = (Q}+ Qi) Qp

15
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Supposons Qp, # 0. Alors, en posant Ry = % pour tout k € [[1,p—1], 'égalité précé-
p
dente donne :

R;c = (rp — i) R
D’apres la question 2, il existe Cy € C tel que
ﬁ-l; = Ckerp—r]C

Or Ry est une fonction rationnelle, donc nécessairement C = 0, car r, # ry.
Ainsi Qg = 0. Ceci étant vrai pour tout k € [1, p — 1], la relation initiale devient
@erp =0), donc Q,, = 0, ce qui contredit I'hypothése.
Ainsi Q, est nul et ’hypothése de récurrence nous permet alors directement d’affirmer
que tous les Qg, pour k € [1, p — 1] sont nuls, ce qui prouve que la somme est directe.
8. Soit r € C et k € N*. On note H la propriété : « S(x—pk = {Qer | Qe (Ck_l[X]} ».
Initialisation : La propriété est vraie pour k = 1 d’apres la question 2.
Hérédité : Soit k € N*. On suppose que H. est vraie.
Soit y € S x_ k1. Alors, d’apres la question 5a, on a y' — ry € S x_,x. Donc, par hypo-
thése de récurrence, il existe Q € Cy_1[X] tel que y' -ry= Qe,.
La solution de cette équation homogene est de la forme Ae, avec A € C.
On cherche une solution particuliére sous la forme ysp = fe, ot f € C*°(R,C) (méthode
de variation de la constante). Alors,

ysp estsolutionde y' —ry = Qe, < f'e; = Qe,

11 suffit alors de prendre f = P oi1 P € C[X] est un polynéme vérifiant P’ = Q (qui est

donc bien de degré k puisque Q est de degré k—1).

On peut donc en conclure que y = (P + 1) e, avec A € C, ce qui montre bien que

ye{Qe, | Qe CiIX1}.

Réciproquement, si y € {Qe, | Q € C¢[X]} alors il existe Q € C[X] tel que y = Qe,. On

aalors Y —ry = Q'e, = Q'e,. Puisque Q' € Cr_1[X], on en déduit, par hypothese de

récurrence que y' —ry € S(x—pk- Alors d’apres la question 5a, y € § x_k+1.

Bref, on a bien montré que S x_ k1 = {Qe; | Q€ Cr[X]} donc Hy est vraie.
Conclusion : La propriété H est vraie pour tout k € N*, a savoir :

VkeN",  Sx_={Qe | QeCr[X]}

9. Soit f € §x_,k. D’apres la question précédente, il existe P € Ci_1[X] tel que f = Pe,.
Soit y € S x_ k- De méme, il existe Q € Cy_1[X] tel que y = Qe,.Onaalors:

y-ry=f = Q+w-r) Q=P

Ecrivons
k-1 k-1

P=) ajXx! et Q=) b;X’
j=0 =0

j
On aalors:
(u—r1)by-1 = ag-1,

/ _ —p
Crumne=f< {(j+1)bj+1+(u—r)bj=“f pour j € [0, k—2].

Comme u # r, ce systeme triangulaire est un systeme de Cramer, qui se résout de proche en
proche, en commencant par (by_1), puis en déterminant successivement by_», ..., by.
1l existe donc Q € C_;[X]) tel que Q'+ (u—r)Q = P, ce qui conclut.

16
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10.

(@) Pour tout n > 1, on note H, la propriété : « pour tout P € C[X] de degré n, ona Sp c

Sx-rym +...+Sx—r,)ms avec ry,..., s les racines de P, de multiplicité my, ..., mg».

Initialisation: (n = 1) Soit P un polyndéme de degré 1. Alors P est de la forme A(X —
r)avec L € C* et r € C. Si y € Sp alors y est solution de A(y' —ry) = 0 donc en
particulier, y—' ry = 0 puisque A # 0 et donc y € Sx_,.

Ainsi, H, est vraie.

Hérédité : Soit n > 1. On suppose que H, est vraie. Soit P un polynéme de degré n +
1 et soit y € Sp. Soit r; une racine de P (qui existe bien d’apres le théoréme de
d’Alembert-Gauss). On a alors X —r; | P et on note Q € C[X] le polynome (de degré
n) tel que P = (X — r1) Q. Alors, d’apres la question 5a, on a y' -rYye€Sg.

En notant py,..., p;, les racines de Q de multiplicité y;,..., us, on a par hypothése
de récurrence, I'existence de (fi,..., fin) € Sx—pym X ... x S(x—p,us tel que

y-ny=fi+...+fm

D’apres la question 9, il existe y1,..., Ym € S(x—pm X ... x S(x-p ns tel que
y;—nyi=fi.Onaainsi:

Y -rny=yi—nyi+...+Ym—rym

m
On pose alors z =y - )_ y;, de sorte que :

i=1
Z-rnz=0
Donc z€ Sx_,,. Onadonc,
m
y=z+ Z Vi € SX—r1 + S(X—pl)l‘l +...+ S(X—ps)ﬂs
i=1

Etant donné le résultat obtenu en question 5(b), on obtient bien I’hérédité voulue.
S

(b) Soit P € C[X] nonnul, de degré n, et soit P = l_[ (X—r;)"™ sadécomposition en facteurs

i=1
irréductibles, o1 les r; sont deux a deux distincts et m; > 1.

D’apreés la question 10(a), ona:

S

Sp < Z Sx-rymi-
i=1

Par ailleurs, comme (X — r;)" divise P, on a pour tout i,
Sx-rymi < Sp,
dotui:

S(x-rymi < Sp-
1

S
i=

Ainsi,
N

Sp =2 Sx-rymi-
i=1
D’apreés les questions 7 et 8, cette somme est directe, donc :

S
Sp =D Six-rymi-
i=1

17
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Or, d’apres la question 8, pour tout (i),
Sx—rymi = {Q(x)e"™ | Qe Cy—1[X]}
donc dim S x_,m: = m;.
Par additivité de la dimension dans une somme directe, on obtient :
S
dimSp=)_ m;=n.
i=1
Enfin, une base de Sp est donnée par la réunion des bases des S x_,ym, soit :

k rix
(x x-e )1si5s05k5m,~—1'

En particulier, pour P = (X — 1)(X +2)°, une base de Sp est :

(x— €%, x— e x— e 2 x—s xze_zx).

Probléeme 4 -

Partie A

1. Soit (A4,B) € (M p([R))Z un couple de matrices stochastiques. Pour tout (i, j) € [1, p]]2 , notons

2.

respectivement a; j, b;, j et ¢; ; les coefficients d'indice (i, j) des matrices A,B et AB.Ona

n
V(i j)e [[1,]9]]2 Cij= Z a; by, =0
k=1

car les coefficients de A et B sont positifs puis pour tout j € [1, p],

p p p
> Cij =) Gikb,
i=1

i=1k=1
p p
=) brj) aik
k=1 =1
p
=) by car A est stochastique

=T
)

car B est stochastique.

Donc AB est une matrice stochastique.

1
(@) Soit ke N*.Onaln|1+ %= In(k + 1) —In(k). Appliquons le théoreme des accroisse-

ments finis sur [k, k + 1].
¢ Lafonction In est continue sur ]0, +oo[ donc continue sur le segment [k, k + 1].
¢ Lafonction In est dérivable sur 0, +oo[ donc dérivable sur | k, kK + 1[.

Donc il existe c €]k, k+ 1] tel que

( 1
In[{1+—
k

m
Or, ¢ est élément de |k, k + 1[ et la fonction inverse est strictement décroissante sur
1k, k+1[ donc

1 1 1
—_— <<,
k+1 ¢ k
Ainsi,
<In 1+1)<1
k+1 k k
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(b) Pour tout entier naturel non nul zn, on a

In(n+1) =In(n) +In(1 +oco.
—— ——

n—=+00  In(1+1)
n—+oo

Donc lorsque n — +oo, on a
In(n+1) =In(n) +o(1)
et puisque 1 est négligeable devant In(n),
In(n+1) =In(n) +o(n(n)).

Par conséquent,
In(n+1) ~ In(n)
n—+oo

In(n+1)

Remarque - Puisque In(n) # 0 si n > 2, on pouvait aussi montrer que
In(n) n—+oo

(c) Soit n e N\{0,1}. D’apres la question 2a, on a

n
)}
k=1

=

> (In(k+1)-In(k)) =In(n+1)
k=1

par télescopage. On a aussi

; E—1+k;2m<1+]£(ln(k)—ln(k—1))— 1+In(n)

(Cest ici que n > 2 est utile). D’ou

"1
In(n+1)< ) —<1+In(n).
k=1 k
Ainsi,
LN |
YneN\{0,1} In(n+1) <) 7 <1+
k=1

avecln(n+1) ~ In(n)etl+In(n) ~ In(n).Donc par encadrement,
n—-+oo n—+o0

;% ~ ln(n).

Partie B

3. Pour tout i € [1,n], notons R; I'événement « La i-ieme boule tirée est rouge ». On cherche
ainsi la probabilité de I'événement

Son complémentaire est
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La composition de 'urne ne dépendant pas des tirages précédents, on va supposer que les
événements Ry, ..., R, sont mutuellement indépendants. Les événements contraires Ry, ..., R,
sont donc aussi mutuellement indépendants d’ ot

p(mf)HP(F)ﬂ? :

n+1

par télescopage. Et ainsi,

1 n
=1- =

P = .
n+l n+1

n
U R
i=1

Partie C

4. (a) Soit n € N*. Appliquons trois fois la formule des probabilités totales avec le systeéme
complet d’événements (A,-1, B;-1,Cy-1). Lors du n-ieme tirage, il y a n+1 boules dont
une seule rouge. Par conséquent :

n
e P(AplAp-1)= — et P(A,|By-1) =P (A, | Cy-1) =0donc

an=P(Ap)
=P(ApnAu-1)+PANBy_1)+P(A,NCy_1)

=P (Ap-1)P(An| Ap-1) + P(Bp-1) P(Ap | Bp-1) + P(Cp-1) P (Ap | Cp1)

n
= an-1
n

1 n
e P(Byl|Ap-1)=——,P(By|By-1) = et P (B, | Cp-1) =0donc
n+1 n+1

bn = P(Bn)
=P(BpNAp-1)+P(BpNBy-1)+P(ByNCy-1)
= p(An—l)P(Bn | An—l) +p(Bn—1)p(Bn | Bn—l) +P(Cn—1)P(Bn | Cn—l)
1 n

= ap-1+ —bn—l
n+1l n+l

¢ De méme,
1

n+1

Cp = bp-1+cna

AinSi, Xn = Man_l.
(b) On en déduit que pour tout entier naturel n, on a
Xp =M, x---x M x Xp.

5. Raisonnons par récurrence. Pour tout entier n > 1, soit
1

0 0
n+1 1
,P(n)zzl(an;ﬁn)ERzyPn: ay — 0
; nhi-l )
" on+1
e Ona
1
- 0 0
T
P1:M1: — -0
> 1
0 - 1
2

1 . .
donc a; = 5 et B; = 0 conviennent. Donc P(1) est vraie.
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« Soit n € N*; supposons P (n) vraie. Il existe deux réels a, et §, tels que

1
0 0
n+1
1
P, = an 0
n+1
Bn  —— 1
" n+1
Alors,
Py = Myt x Py
n+1 1
> 0 0 I 0 0
_ nT n+1 0 | x n+ 1 0
n+2 ni2 @n nl
0 1 1
n+2 Pn n+l
1
+2 0 0
n
= 1 0
a
n+1 n+2
,Bn+l Yne1 1
avec
1 1 +n+1
a = X a
el n+2 n+l1 n+2 "
1
ﬁn+1:man+ﬁn
1 1 n n2+2n+1_ (n+1)2 _n+1

Yn+1 = X + = = =
n+2 n+l n+l1l @MmM+1)n+2) (nm+1D)n+2) n+2

Donc P(n + 1) est vraie.

« Il existe ainsi deux suites réelles (&) yen- €t (Br), - telles que pour tout entier n > 1,
ona

1
n+1 0
1 n+1
Pn=1 an nil 0 ¢ @nn=rn ey a2
Bn 1

n+1

6. Pour tout entier naturel non nul n, on a

Hpi1=(n+2)an
1 n+1

=(n+2) + a
(n+1)(n+2) n+2

n

1
=——+n+1a,
n+1

1
n+1

donc

1
Hpy1—Hp=——.
n+1

On en déduit en sommant ces égalités, pour tout n € N*,

n-1 nil 1
(Hxri—Hi) = ), ——
k=1 s k+1
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donc par télescopage et avec un changement d’'indice dans la somme de droite,
|
H,—Hy=)_ P
k=2

1
et puisque Hy =2a; =2 x 5= 1, il vient

7. On a montré dans la question 2c que Hj, ~ In(n) donc
n—+oo

H, In(n)
a, = ~
n+1n—+0 n
et donc
a, — 0.
n n—+oo

Etant donné que pour tout entier naturel 7, la matrice P,, est stochastique comme produit
de telles matrices, on a la somme des coefficients de sa premiere colonne qui vaut 1, par
conséquent,
1
=1-———a, — 1
bn n+1 Fn n—+oo
Or, pour tout entier naturel n, on a

—_— 0 0 1
ap n+1 1 1
by |=Xa=PuxXo=| a, —— o [x|o0 |=] !
n+l n
b — = 1 "
n+1

donc ¢, = B,. Ainsi, ¢, —— 1.
n—+oo

Partie D

8. Soit n € N*. La famille ( A, B,,C,, ) forme également un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales, on a

ap=P(Ay)
=P(ApnnAy1)+P(AynNBy_1) +P(A,NCyHy)
=P(An-1)PAs | Ap-1) +P(By-1)P(A, | Byp—1) +P(Cy-1) P(A, | Cp-1)

+ n b
=——0ap-1+——0p-1
n+1 " n+1 "

n
= ayu-1+by—
n+1(nl nl)
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et
cn=P(Cp)

=P(Cr,NnAy-1)+P(CynBy_1)+P(CrnCp-1)

=P(Au-1)P(Cy | Ap-1) +P(By-1)P(Cy | By—1) +P(Cp—1) P(Cy | Cp—1)
1

=——bp1+cy1
n+1
= (1_an—1_cn—1)+cn—1
n+1
1 n 1
=— ap-1+——Cp1+——
n+1 " n+1 " n+1

9. Pour tout entier naturel non nul z, on a

n+1 n+1
aAn+1 = — Cn+
n n+2 " n+2
n+1 1 n 1 n+1
=— ——au_1+ Cp_1+ +
n+2 n+1 n+1 n+1 n+2
1 n n
= ap-1— 1
n+2 " 2" n+2
1 n n+l )+ n n N
= -1— - a card, = — Cn—1
n+2 " +2 n " n+2 " n+1 " n+1
n+1 N 1
= anp+——an—1
n+2 ' on+2 "
donc
1 1
Ap+l — Ap = — an+ ap-1=— (an—an-1).
n+2 n+2 n+2

10. Pour tout entier naturel non nul »n, on a

an+1 —ap = — (an—an-1)

+2

(o)l
= —m —n+1 (an-1—an-2)

(1 1 1
-(‘m)(‘nﬂ "'(‘5)(“1‘“0)

= (1"

1) (a1 — ayp) .

En sommant ces égalités, on obtient aprés un télescopage, pour tout entier naturel n,

n-1 (_Dk n+l (-1 k n+l (_1)k
a,—apg=2(a; —a =2(a;—a =2(a;—a
n—ao=2(m 0)g0(k+2)! (a1 o)kgz 0 (a1 o)];) 0

L (-DF 1
car ) T =1-1=0.Enfin, gy =1et 011=5doncZ(al—ao):—1.Finalement,
k=0 K-
n+l1 k
(=1
VneN an_l—];) 0

Remarque - On peut montrer que

n+1(_1)k )
I;) k! n—>_+)00
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donc .
P(A)=a, — 1--=~0,632.
n—+oo e
De plus, on a clairement
1
PBp) < —
n+1

1
(la probabilité de tirer une boule rouge au n-ieme tirage vaut 1 ) donc par encadrement
n
bn

0. Et ainsi,
n—+oo

1
P(Co)= ey — = ~0,368.
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