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DEVOIR SURVEILLE 7 I

Durée : exactement la durée d'une opération d’ablation de la thyroide.

Les documents, la calculatrice et tout matériel électronique sont interdits.

A

Rédigez sur une copie double en laissant une marge suffisante au correcteur.
Numérotez les exos, les questions traitées (et vos copies en fin d’épreuve).
Encadrez ou soulignez vos résultats.

Soignez la rédaction!!

Pour répondre a une question, vous pouvez admettre les résultats d'une question précé-
dente non résolue, du moment que ce soit clairement indiqué sur votre copie.

Deux possibilités s’offrent a vous :

¢ Piste bleue : Exercice 1, Probleme 1 et Probleme 2

« Piste rouge : Probléme 1, Probléme 3 et Probleme 4

Bon courage!

Exercice 1 -
1. Donner les bases canoniques des R-espaces vectoriels R* et M, 3(R), ainsi que du C-espace
vectoriel C3[X].
2. Montrer quel’ensemble F = {f € F(R,R) | f est 27 —périodique} est un sous-espace vectoriel
du R-espace vectoriel F (R, R).
3. Montrer que 'ensemble F = {(x, ,z,t) € R* | x— y+z=0ET x+ z—t =0} est un sous-espace
vectoriel de R?*, et donner une base de F.
4. On définit les sous-espaces vectoriels de R" :
F = {veRY|y,=0}
G = {weRNl‘v’nel\I, Wne1 =3wy}
Montrer qu'ils sont supplémentaires dans RV.
. . 1 0y (1 O 01 )
5. Montrer que la famille de matrices o 1I'lo —1I'l1 o est libre dans M5 (R).
6. (a) Déterminer la dimension de:
F={PeR3[X]|P(2)=P'(2)=0}.
(b) Montrer que F et R, [X] sont en somme directe.
(c) Peut-on affirmer que F et R, [X] sont supplémentaires dans R3[X]? Justifier.
7. Enoncer la formule de Grassmann avec ses hypotheses.
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Probléme 1 - Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.
Partie A : dans I'espace des quadruplets.

On se place dans R* et on considére les trois vecteurs suivants :
1 :(1,_1,2,1), UZZ(Z’]-)O) 1)’ V3:(3,3,—2, ]-)

On pose également F = Vect (v, v2,v3) et G={(x, ), 2,1) € R*|x—y+z-2t=0et x—z—t=0}.
1. Montrer que F est un espace vectoriel et en exhiber une base.

2. Montrer que G est un espace vectoriel et en exhiber une base.

3. Exhiber une base de Fn G.

Partie B : dans 'espace des matrices.

Soit A € M3(R). Pour tout k € N*, on considére ’ensemble Ej. = {M e M5(R), A*M = Ak_lM}.

1. Montrer que pour tout k € N*, E;. est un sous-espace vectoriel de M3(R).
010

2. Dans cette question uniquement, on pose A={0 0 1|{.
0 00O

(a) Déterminer I'ensemble Ej.

(b) Déterminer I'’ensemble E, et en exhiber une base.
3. Montrer que : Yk € N*, E; © Ejy1.
4. Montrer que si A est inversible, alors Ex = Ej4;.

Partie C : dans 'espace des suites réelles.
n

n—1 1 k 1
1. Question préliminaire: On souhaite montrerque: Vne N*, Z k (5) =2-2(n+1) (5)
k=0

(a) Méthode 1 : Soit g # 1. Soit n € N*,

n—-1

En faisant apparaitre un télescopage, calculer (1 — gq) Z qu , puis conclure.
k=1

(b) Méthode 2 : Retrouver le résultat par récurrence.

n 1 n
Les suites a, b et ¢ sont des suites de RN définies par: VneN, a,=1; b,= (5) etc,=n (2)
F et G sont les sous-ensembles de R" définis par :

2. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de RY qui contient les suites a, b et c.
3. Vérifier que la famille (a, b, ¢) est une famille libre de F.
4. Le but de cette question est de montrer que la famille (a, b, ¢) est une base de F.

(@) Soit u € F. On considere la suite v définie par:VneN, v, = upt1 —u,  (%).

i. Vérifier que v € G. En déduire que v est combinaison linéaire de b et c.

ii. Exprimer, pour tout n € N*, u, en fonction de ug, vg, V1, -+, V5—1. En déduire que
u est combinaison linéaire des suites a, b et c. Indication : on pourra utiliser la
question préliminaire.

(b) Conclure.
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Probléme 2 - Une puce se déplace a chaque unité de temps sur les quatre sommets, notés A, B,
C et D, d'un carré selon le protocole suivant :

e Alinstant0, la puce se trouve sur le sommet A.

e Si al'instant n (n > 0), la puce se trouve sur le sommet A, elle sera a I'instant n + 1 sur le

2 1
sommet A avec la probabilité 3 et sur le sommet C avec la probabilité —.

w

e Si alinstant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet B, elle sera a I'instant n + 1 sur le

N |~

1
sommet A avec la probabilité 3 et sur le sommet C avec la probabilité

e Sialinstant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet C, elle sera a 'instant n+ 1 sur le

1 1
sommet B avec la probabilité > et sur le sommet D avec la probabilité 7

e Si alinstant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet D, elle sera a I'instant n + 1 sur le

1 2
sommet B avec la probabilité 3 et sur le sommet D avec la probabilité 3

On notera, pour tout n € N :
e A, l'événement: "la puce se trouve sur le sommet A al'instant n";
e B, l'’évenement: "la puce se trouve sur le sommet B al'instant n";
e C,l'évenement: "la puce se trouve sur le sommet C a l'instant n";

e D, l'évenement: "la puce se trouve sur le sommet D al'instant n".

1. (a) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier n > 2 :
2 1
P(Ap+1) = gp(An) + EP(Bn) .

(b) Exprimer de méme, pour tout entier n > 2, P(By+1), P(Cp+1), P(Dy+1) en fonction de
P(Ap), P(By), P(Cp) et P(Dy).

(c) Vérifier que les relations précédentes sont encore valables pour n=1et n=0.

(d) Justifier que, pour neN: P(A,)+ P(B,)+P(Cy)+P(D,)=1.

1 P(Ap,)
2. On pose Uy = | 0 | et pour tout n € N, on note U, la matrice définie par: U, = | P(B;)
0 P(Cy)

4 3 0 1 0

Deplus,onpose: A=—-|-2 -2 1|etB=-]1

2 3 0 3\o

En utilisant les relations trouvées précédemment, montrer que: VneN, U, = AU, + B.

3. (a) Déterminer une matrice L a trois lignes et une colonne vérifiant: L= AL+ B.
(b) Etablir pour tout entier naturel 7, la relation suivante: U, = A"(Uy—L) + L.

4. Onpose C =6A. Soit R, D et Q les matrices d’ordre 3 définies par :

1 1 3 1 0 O 0 -5 -5
R=|-1 -2 -1}, D=|0 -2 0 et Q=|-2 -4 2
-1 2 1 0 0 3 4 3 1

(a) Calculer RQ. En déduire que R est inversible et donner son inverse.
(b) Calculer CR—RD.

n
(c) En déduire pour tout entier naturel 7, la relation suivante : A" = (6) RD"R™L.

5. Donner les expressions de P(A;), P(B,), P(C,) et P(D;) en fonction de n € N.

3
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Probleme 3 -

On s'intéresse dans ce probleme aux équations différentielles linéaires homogeénes a coefficients
constants :

any™+. . +a1y +apy=0

avec ay, ..., a, € C. Le polynéme a, X" +...+ a; X + ay est appelé le polyndome caractéristique d’'une
telle équation. Vous avez vu au premier semestre que I’ensemble des solutions dépend de la forme
scindée du polyndéme caractéristique pour 7 € {1,2}. Nous allons dans ce probleme généraliser ces
résultats.

Pour tout P = a, X" +...+ a1 X + ag € C[X], on note Sp I"’ensemble des solutions de 1'équation

any™ +...+ a1y’ + apy =0 d’'inconnue y € C*(R,C). Par exemple :

Sx2_x12={y€C®R,O)| y" -y +2y=0}

Pour tous r € C et P € C[X], on note e, la fonction x — e’”* de R dans C et P la fonction polyno-
miale x— P(x) de R dans C.

On note D(R,C) I'ensemble des fonctions de R dans C, dérivables. On rappelle que pour tout
f € D(R,C), f est constante si et seulement si f” est la fonction nulle.

Derniere remarque. Les espaces vectoriels manipulés dans ce probleme sont tous des C-espaces
vectoriels.
Partie A - Premiéres observations, premiers exemples

1. Montrer que Sp est un sous-espace vectoriel de C*°(R,C) pour tout P € C[X].

2. Montrer que Sx_, = Vect(e;) pour tout r € C. On pourra au choix utiliser les résultats connus
sur les équations différentielles, ou dériver une fonction de la forme ye_, pour voir ce que
cela donne.

3. (a) Montrer que Sy2_3x,» contient Sx_; et Sx_», puis que Sy2_3x.» =Sx-1® Sx—2.

(b) Montrer que 'ensemble {y € C*([R,C) | y" —3y' +2y = e4} est un sous-espace affine de
C*°(R, C) et déterminer une base de sa direction.

4. Montrer que la famille (x — xF erx)k N de C*°(R,C) est libre pour tout r € C.
€
5. Soient Pe C[X] etreC.
(a) Montrer que pour tout ye C*(R,C): ye Sx-np <= y’ —-ry€Sp.
(b) Montrer que Sp est stable par dérivation, puis que Sp < S(x—r)p-

On peut alors montrer par récurrence (mais on ne vous demande pas de le faire!) que Sp < S pour
tous P,Q € C pour lesquels P divise Q.

Partie B - Cas général

Onpose E, = {x— Q(x)e"*| QeC[X]}={Qe;| QeC[X]}pourtoutrecC.
6. Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de C*°(R,C) pour tout r € C.

La définition de deux sous-espaces vectoriels en somme directe a été vue en cours. Par extension,
on dit que des sous-espaces Fi,..., F, (avec p > 1) sont en somme directe lorsque tout vecteur de
Fy +...+ Fj, se décompose de maniere unique en somme de vecteurs de Fj, ..., Fj, ce que I'on peut
aussi écrire :

/

/ / /
V(x1,...,Xp) €F1x...pr,V(x1,...,xp) € Fix...xFp, X+ +Xp =X+ +X,

:»Vie[[l,p]],xi:x;]

4
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Il est alors facile de voir que cette condition est équivalente a la suivante :
V(X1,..,Xxp) EFix...xFp, |[X1+...+x,=0=Vie[l,p],x :0]

7. On souhaite montrer par récurrence que Ey,, ..., Er, sont en somme directe pour tous
r,...,I'p € Cdistincts.
(@) Initialisation : Montrer le résultat pour p = 1.
(b) Hérédité : Soit p > 2. On suppose le résultatﬁv/rai au rang p — 1. Soient ry,...,r, € C
distincts et Qy, ..., Qp € C[X]. On suppose que Qe +...+ Qper, =0.
Montrer que pour toutk € [1,p—1]: (Q} +rQr) Qp = (Q;, + rpr) Qx, puis conclure.
8. Montrer par récurrence que pour tous ke N* et re C: S(X_r)k = {(jer | QeCiry [X]}.

9. Soient r,u € C distincts et k € N*. Montrer que: Vfe Sy ,r Iy €Sx_, 6 y-ry=f.
On pourra montrer que la résolutionde y'—ry = f avec y € S(x_u)k Se ramene a la résolution
d'une équation polynomiale, elle méme équivalente a un systeéme triangulaire.

10. (a) Montrer par récurrence sur n que pour tout P € C[X] dedegré n > 1:
Spc S(X—rl)ml +...+ S(X—rs)ms

oul'on note ry,...,rsles racines distinctes de P et m,,..., mg leurs multiplicités respec-
tives. Etant donnée une fonction y € Sp, on pourra s'intéresser a la fonction y' - r; y et
exploiter le résultat de la question 9).

(b) Que vaut la dimension de Sp pour tout P € C[X] non nul? Déterminer une base de
S(x-1)(x+2)3-

Probléme 4 — Dans tout le probleme, on effectue plusieurs tirages dans une urne dont la compo-
sition varie de la maniere suivante :

e lors du premier tirage, l'urne est composée de 2 boules : 1 boule rouge et 1 boule blanche;

* lors du deuxiéme tirage, 'urne est composée de 3 boules : 1 boule rouge et 2 boules blanches
(on replace la boule tirée et on ajoute une boule blanche);

e lors du n-iéme tirage (out n € N* ), I'urne est composée de n + 1 boules : 1 boule rouge et
n boules blanches (aprés chaque tirage, on replace la boule tirée et on ajoute une boule
blanche).

Partie A - Deux résultats préliminaires

Définition - On dit qu'une matrice A = (a;, j) € M, (R) est stochastique lorsque :

1<i,j<p
« tous les coefficients de la matrice A sont positifs;

P
« la somme des coefficients de chaque colonne vaut 1 (i.e. Yj e [1,p], Y a;j=1).
i=1

1. Montrer que si (4, B) € (M ,,(IR))Z désigne un couple de matrices stochastiques, alors A x B
est une matrice stochastique.

2. (a) En utilisant par exemple le théoréeme des accroissements finis, montrer que 'on a :
1 1 1
VkeN*, — <In|l1+=|< —.
k+1 ( k) k
(b) Vérifierqueln(n+1) ~ In(n).
n—+oo

—

n
) 1
(c) Démontrer que k; P In(n).
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Partie B - Probabilité de tirer au moins une fois la boule rouge lors de 7 tirages
3. Soit n € N*. Déterminer la probabilité de tirer au moins une fois la boule rouge lors des n

premiers tirages. On pourra commencer par déterminer la probabilité de I'événement contraire.

Partie C - Probabilité de tirer au moins deux fois la boule rouge lors de 7 tirages
Dans cette partie, pour tout entier n 2> 1, on considere les trois événements suivants :
e A, :«On atiré zéro boule rouge lors des n premiers tirages »;
e B, :«On atiré exactement une fois la boule rouge lors des n premiers tirages »;
e C,:«On atiré au moins deux fois la boule rouge lors des n premiers tirages »
etl’'on note ay,, by, c, leurs probabilités respectives. On pose par convention ay =1, by =0 et ¢y = 0.

n+1 0 0
T n Gn
Enfin, on note M, = 0 et X,=| by
n+1 nfl c
0 — 1 "
n+1

4. (a) Justifier soigneusement que pour tout n € N*,ona X, =M,X,-1.

(b) En déduire pour n € N une expression de la matrice X, en fonction de la matrice Xy
et des matrices M; ol i € [1,n]. Désormais, pour tout entier n > 1, on considere la
matrice P, = M,, x --- x M.

5. Pour tout entier n > 1, justifier 'existence de deux réels a, et 3, tels que

1
—_— 0 0
n+1
1
p, = ap, —— 0
n+1
B —— 1
" n+1
1 n+1

et démontrer que vneN api= n-

+ a
n+1)(n+2) n+2
6. On considere la suite (H,) ,en+ définie par: VneN*, H, = (n+ 1)ay,.

n
1
Montrer que'ona:VYneN*, H,= ) =
k=1

7. En déduire que ¢, 1.

n—+oo
Partie D - Probabilité de tirer deux fois consécutivement la boule rouge lors de 7 tirages
Dans cette partie, pour tout entier 7 > 1, on considere les trois événements suivants :

e A, :«Onn’apas tiré deux fois consécutivement la boule rouge lors des n premiers tirages et
le n-ieme tirage a donné une boule blanche »;

e B, :«Onn’apas tiré deux fois consécutivement la boule rouge lors des n premiers tirages, le
(n—1)-ieme tirage a donné une boule blanche et le n-iéme tirage a donné une boule rouge »;

e C,:«Onatiré aun moment donné deux boules rouges consécutivement lors des n premiers
tirages »

etl’on note a,, b;, ¢, leurs probabilités respectives. On pose par convention ay =1, by =0 et ¢y = 0.
8. Vérifier que pour tout entier n > 1, ona

1 n 1
an =— Cp-1+ et ¢,=-— ap-1+——Cp-1+ .
" n+1n1 n+1l " n+l -l n+1n1 n+l
9. En déduire que vneN* api1—ap=- +2(61,1—61,1_1).
}’l+1(_1)k
10. Conclure que VneN anzl—kzz‘b i



