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Probléeme 1 -

@ I,A= A= Al, donc
(b) Soit peN. AP A= AP*!1 = AAP, donc| AP € C(A).

(c) Ona

1.

(d)

(a)

(b)

(©

AMA)

donc De plus,

A(MN) = (AM)N

AAM)
= A(AM)

= (MAN
= M(AN)
= M(NA)
= (MN)A
doncEnﬁn,
M+N)A = MA+NA

A(M+ N)

donc| M+ NeC(A). |

car M eC(A)

car M eC(A)

car Ne C(A)

AM+ AN car M,NeC(A)

On a AM = MA donc en multipliant cette égalité a droite par M~' on obtient A =
MAM™!. On multiplie cette nouvelle identité par M~ ' a gauche, ce qui donne M1 A =

AM~'. Donc| M7t eC(A).

T _
Ona A _(1

_14). Supposons qu'il existe (A, u) € R? tel que AT = A5 + pA. Alors le

coefficient de position (1,2) dans cette égalité donne A x 0+ ux 1=—-4,d’ou u=—4. Le

1
coefficient de position (2,1) fournit plutét A x 0+ pux (-4) =1, dot u = 7 ce qui est

contradictoire. Donc| AT ¢ £.

Soit M € C(A). Il existe (1, u) € R? tel que M = AL + pA. On a I, A € C(A) d’apres les
questions 1.(a), 1.(b), puis, avec 1.(c), AL + A € C(A). Donc M € C(A) et 'on vient de

montrer que

c—3a d-3b 4b-3a
OnaAA{_(c—4a d—4b)aA4A_(—4d—30
c—3a

d-3b

MeCl) =

d—4b

b+a
d+c

.Donc

—-4b-3a
b+a
—4d —3c
d+c

On peut écrire ce systeme linéaire a I’aide d’'une matrice :

0 4 1 0 0 0 0
-1 -4 0 1 -1 -4 0
-4 0 4 4|7t|l-4 -16 o0
0 -4 0 0 -4

0

=Y -

0 0
0 0
-4 0
—4

OHO (o]
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—-4b-c = 0 d = a+4b "’

AinsiMeC(A)@{_a_MH_d =0 (:»{ c = —4b

(d) Supposons M € C(A). Alors, d’aprés la question précédente, il existe (a, f) € R? tel que

a B

M= (—4/5 a+4p

) =(a+3p) 1>+ BA.

Donc M e € etainsiC(A) c€&.

Avec 2.(b), on conclut que|C(A) =€£.

3. (a) Enutilisant le fait que A = R’>=RR,ona

RA=R(RR)=(RR)R=AR

donc ’ R appartient a C4. ‘

A 0 O
(b) Onnote A= (O U 0) avec A, u, v trois scalaires distincts.
0 0 v

a b c
Soit B = (d e f ) une matrice quelconque de M;3(K) (ses coefficients sont donc des

g h j
éléments de K). Alors, apres calcul de AB et BA,

Aa=Aa, Ab=ub, Ac=vc

AB:BA@{,ud)ld, ue=upe, puf=vf
vg=Ag, vh=ph, vj=vj

Comime les égalités « sur la diagonale » sont toujours vérifiées, on a

A=-wb=0, (A-v)c=0
AB=BA < { (u-A)d=0, (u-v)f=0
v-1)g=0, (v—=wh=0

< b=c=d=f=g=h=0

car A — u, u—v et A—vsont non-nuls.
On obtient alors que | C4 est 'ensemble des matrices diagonales.

(c) Analyse: On suppose que 'on a trouvé une racine carrée R de D. D’apres la question
3, R appartient a Cp. Or la matrice D est diagonale et les coefficients sur sa diagonale
sont tous distincts, donc Cp est 'ensemble des matrices diagonales de M3(K) d’apres
la question 2. On en déduit que R est nécessairement diagonale.

S O Q

00
Soit a, b, ¢ trois complexes tels que R = ( b 0) = Diag(a, b,c). On a R>=D
0 c

a 0 0 4 0 0

donc 0 b ol=|o -1 0
0 0 1

donc a’=4etb>=-1letc :1]

donc (a=2oua=-2)et(b=ioub=-i)et(c=1louc=-1)
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donc il y a 8 candidats racines carrées pour D qui sont : Diag(2,7,1), Diag(2,i,—1),
Diag(2,-i,1), Diag(2,—i,—1), Diag(-2, i, 1), Diag(-2,i,—1), Diag(-2,—-i,1), Diag(-2,—1,—1).

Syntheése : Un calcul évident montre que chacun de ces 8 candidats a pour carré la
matrice D.

Conclusion :

On en déduit que dans M3(C), les 8 racines carrées de D sont :
Diag(2,1,1), Diag(2, i,-1), Diag(2,-1i, 1), Diag(2,—-i,-1),
Diag(-2,i,1), Diag(-2, i, 1), Diag(—2,—i,1), Diag(—2, —i, -1).

Les racines carrées de D dans M3(R) sont aussi racines carrées de D dans M3(C). Or
parmi les 8 matrices précédentes, aucune n’appartient a Ms(R) donc

il n'y a aucune racine carrée de D dans M3(R).

Probleme 2 -
Préliminaires

1. On a, au voisinage de 0 :

2 .3 4
Ut uwou
n(l+w=u-——+—-—+-u’+o0(u’)
2 3 4 5
(-1 ,

a
I+w*=1+au+ — +0(u?)

2. Pourtout x€ R, onax’+1 > x*>donc Vv x2 + 1 > |x|. On en déduit en particulier que g est bien
définie sur R. La fonction g est dérivable sur son ensemble de définition, comme composée
de fonctions dérivables, et sa dérivée est donnée par :

X x+Vx2+1
Vx2+l Vx2+1

x+V2+1l x+Vae+1l VxZ+1

VxeR, g'(x)=

3. La fonction f est définie sur R* qui est un domaine symétrique. Notons par ailleurs que,

pour tout x € R*,
1
f(x) =exp (—ln(x+ V X%+ 1)
x

)

de sorte que,
1 -1 X+Vvx2+1
(—x)=exp|—In|-x+V(-x)?%+1 ):ex —In|(Vx2+1-x)x ———
f plin(-x+y ))=esp | in (v Ve
-1 (x2+1—x2 )) (—1 ( 1 ))
—exp|—In|———||=exp|—In| ———
X X+Vx2+1 X X+Vx2+1

= exp iln(x+ \/x2+1) =f(x).

Dong, f est bien une fonction paire.

Partie A

4. Notons tout d’abord que, pour x voisin de 0 :

x—0

ln(x+\/x2+1) = ln(1+x+%x2—%x4+0(x5)
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2

1 1
Posons alors u = x + oX - §x4 + 0(x5). Ona:

u=x+-x*-—=x'+o(x°
1, 1 2 1, 1
u=[x+=x*—-x'+0(x°)| =¥+ +-x'--x’+0(x°)
2 4 4
1, 1 3
w=|x+-x*—-x*+0(x) :x3+§x4+§x5+0(x5)
2 2 4
1, 1 *
ut = x+§x2— x*+o(x°)] =x*+2x°+0(x°)
1, 1 >
u = x+§x2— x*+o(x°)] =x°+0(x°)

Par ailleurs, u_~ x.Donc, uw ~ x°.D'oty, 0 (u’) = 0(x°).
X— X—
De sorte que,

2 3 4
us u u 1
ln(x+\/x2+1) = u——+—-—+-u’+o(u’)
x—0 2 3 4
1 1 1 1 1 3
= x+=x°— x|+ oxt- x5)+ 4yt
x—0 2 8 2 4 4 2
1
—L—L(x4+2x5)+ x°+0(x°)
1 3
= x—=x*+—=x+0(x°)
x—0 6 0

qui est bien le résultat demandé.

5. On aalors:

f(x)=exp (%ln(x+ \/ﬁ)) = exp (%(x— 1x3 + %xS + 0(x5)))
()

6

x—0

1 3 1 3
= exp(l——x2+—x4+0(x4) = exexp(——x2+—x4+o
6 40 x—0 6

40

x—0

1 3
Posons u = —gxz + EX4 +0 (x4). On a u — 0 lorsque x — 0. Par ailleurs,

exp(u) = 1+u+u—2+o(u4)
u—0 2

Comme pour la question précédente, on a o (u*) = o(x*). Par ailleurs,

w=-ix24 ix4+0(x4)
6 40

De sorte que,

3 e , 4de 4

f(x):eX(l—éx2+—x4+ix4+o(x4)):e——x +—x*+0(x?

40 72 6 45

X+ -x"+-x
4
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6. f admet un développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0, donc en particulier a 'ordre
0, et le terme d’ordre 0 est e. Donc, f est prolongeable par continuité en posant 0 en posant
f)=e.

7. Ce prolongement est dérivable en 0 puisque f admet un développement limité a I'ordre 1.
De plus, le terme d’ordre 1 dans le développement limité de f est nul, donc f'(0) = 0.

8. Lafonction f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R*. En uti-
lisant le résultat de la question 2, on obtient, pour tout x #0 :

/ _ 1 1 _f(x) X
f(X)—(—Fln(x+\/x2+l)+;x x2+1)xf(x)—?( x2+1—ln(x+\/x2+1))

d’ou le résultat demandé en posant

9. (a) Déterminons le développement limité a 'ordre 3 de ¢. En utilisant le résultat de la
question 4,ona:

@(x) = x x (1—%x2) - (x—éx3) +o(x*)=—=x*+0(x)

(b) On aalors
1
f'(x) = f(x) x (—§x+ o(x))

Or, il a été établi que lin(l)f(x) = 0. D’ot1 par produit de limites, lin(l)f'(x) =0 = f(0).
x— e

Dong, f’ est continue en 0.
De plus, f est de classe C! sur R* comme composée de fonctions de classe C! sur R*.
Dong, f est bien de classe ClsurR.

10. Notons tout d’abord que pour tout x € R :

ln(x+ x2+1) In(x) ln(1+ 1+x—12)
= +

X X X

In(x)

Or, lim

=0 par croissance comparée. De plus, par composition et quotient de
x—+oo X

1n(1+,/1+§)
limites usuelles, lim =0. Ainsi, Ilim

X—=+ X x—+
Puis par composition avec la fonction exponentielle, 1ir+n flx)=1.
X—+00

ln(x+ x2+1)
=0.

Par parité de f, on en déduit que xlim flx)=1.
——00

11. (a) Lafonction ¢ est dérivable sur R et pour tout xe R :

- 1 x? 1 x? <0
@ (x)= — - =—
x2+1 (x2+1)3/2 x2+1 (x2+1)3/2 =

Donc, ¢ est décroissante sur R.
(b) Ona¢(0) =0—-1In(1) =0. De plus, ¢ est décroissante sur R donc
e Vx<0, ¢x)=0;
e Vx>0, ¢x)<0.

[
X2
R*, donc f’ est du signe de ¢ sur R*. Grace a la question précédente, on en déduit le

tableau de signes de f’ et le tableau de variations de f surR:

(c) On a vu a la question 8 que pour tout x # 0, f'(x) = @(x). Or, f est positive sur
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X —00 0 +00
f'(x) + 0 -
e
Variations
de f
1 1

12. D’apres le développement limité effectué a la question 9.(a), on a:

Donc, la courbe représentative de f se situe au dessus de la parabole d’équation y = e (

au voisinage de 0.

2

X
f(x)—e(l—g

de 4
=+—x"+o0
45

(x") >0

2

1- 2
6

g

On obtient la courbe suivante, ol la courbe représentative de f est tracée en vert, la para-

bole d’équation y =e (1 - %

2

la courbe en +o0) est tracée en rouge :

Partie B

13. Rappelons le développement limité de f en 0, obtenu a la question 5:

e 4e
e——x*+—x*

f(X) xiO 6

45

—x*+o(x*)

Par théoréme de primitivation de développement limité, on a:

F(x) :OF(O)+ex—

De sorte que, pour x #0 :

e 4e
—x*+—x"+o0

(x°) = e
18 225 x—0
e , 4e 4,
Hx) = e——x"+—x"+0
x—0 18 225

6

18

(x*)

) est tracée en bleue, et la droite d’équation y = 1 (asymptote a
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14. En particulier, )lci_r% H(x)=e= f(0) = H(0).
Donc, H est continue en 0.

15. La fonction F est de classe C? sur R, comme primitive d'une fonction de classe C Usur R,.
Ainsi, H est C* sur R* comme quotient de fonctions de classe C* sur R, dont le dénomina-
teur s’annule en 0.

De plus, H admet un développement limité a I'ordre 4 en 0, donc H est deux fois dérivable

enOetona: e
H'0)=0 et H”(O):—5

16. (a) F étantla primitive de f quis’annuleen0,ona:

F(x)-F(0) _F(x)
X

. 1 [ 1 x
VxeR", —f fde=—|Fo| = = H(x)
X Jo X 0
(b) Notons tout d’abord que pour x =0, on a H(x) = H(0) = f(0) et I'inégalité demandée
est trivialement vérifiée.
Soit maintenant x € R’ . La fonction f est décroissante sur R} (question 11.(c)) donc en
particulier f est décroissante sur [0, x]. Ainsi,

1 1~ 1 1~ 1
H(x) = —f fde> —f fx)dx=—xxf(x) = f(x)
X Jo X Jo X
17. Lafonction H est dérivable sur R., et :

xf(x)-F(x
VerRj, H’(x):u
X
Or, d’apres la question précédente, H(x) > f(x) donc xH(x) > xf(x), d’'ou F(x) > xf(x). En
particulier, H'(x) # 0 sur R’ (et aussi sur R, puisque H'(0) = 0). Ainsi, H est décroissante sur
R..

Probléme 3 -
Partie A
1. (@ |OnaTh(X)=2X?-1,T3(X)=4X>-3X et T,(X) =8X*-8X%+1.

(b) Montrons par récurrence double sur n € N* la proposition Py, : " T, est un polynoéme de
degré n, de coefficient dominant 271"

Initialisation : D’aprés la question précédente, deg(T;) = 1, deg(T>) = 2, le coefficient
dominant de T; est 1, celui de T» est 2. Donc P; est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que Py, et P,,1 sont vraies. Ty12 =2XTyn+1— Ty,
Or, deg(XT,+1) = n+2 # n = deg(T,) par hypothése de récurrence. Donc le mondéme
de plus haut degré de T}, est celui de 2X Ty,41, & savoir 2X2" X"*1 = 271 x"*+2 Donc
P,,., est vraie.

Conclusion : Par récurrence double,

pour tout n € N*, T}, est de degré n et de coefficient dominant 2”1,

(c) Considérons pour tout n € N la propriété H,, :
«Vx€eR, T,(—=x)=(1)"T,(x)».
> Soit x €R.

o To(=x)=1et (-1)°Ty(x) = 1 donc H, est vraie.
o Ti(=x) = —xet(=1)' T} (x) = —x donc H; est vraie.
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> Soit n € N. On suppose que H,, et H - sont vraies.
Soit x € R.

Trs2(—x) =2 x (=3) Tys1(=%) = Tp(-x)
=2x (=x) x (-1 Tpiq () = (D) Tpp(x)
d’apres H, et H41
=2x(=1)""? Tps1 (%) = (1) T (x)
= (=1)"2(2xTy11 (1) = T (0)
car (-1)" = (=1)"*?

= (=" Tpyn(x)

donc H,,,» est vraie.
> Par récurrence, pour tout n € N et tout x € R, Tn (-x)=(-D" Tn(x), autrement dit

pour tout n € N, T, est de méme parité que n.

2. (a) Pourtout n €N, on note H, la propriété « V0 € R, T,,(cos(f)) = cos(nf) ».
> Pourtoutf eR, on a

o To(cos(@) =1 etcos(0 x 0) =1 donc Hy est vraie.
o Ti(cos(d)) = cos(B) et cos(1 x B) = cos(8) donc H; est vraie.

> Soit n € N. On suppose que H, et H 41 sont vraies. Soit § € R. On a

Ty+2(0) =2c0s(0) Ty41(cos(8)) — Ty (cos(6))
=2cos(f) cos((n+1)0) — cos(nb)
= cos((n+2)0) + cos(nf) — cos(no)
car 2cos(a) cos(b) = cos(a+ b) +cos(a— b)
=cos((n+2)0)

La propriété H ., est donc vraie.
> Par récurrence,

pour tout n € N et pour tout § € R, T,(cos(f)) = cos(nb).

(b) SoitneN.Ona
T,,(1) = T,,(cos(0)) =cos(0x n) =1

et
T,(=1) = T,(cos(m)) = cos(nm) = (-1)".

PourtoutneN,ona T,(1)=1et T,,(-1) = (-1)". ‘

3. (a) Soitke[0;n—1]].0na

Ty (xg) = Tn(cos(0r)) = cos(nby) = COS(M)

:cos(g+kn):0

’ Pour tout k € [[0; n — 1]], x; est une racine de T,. ‘

(b) Les 6y, pour tout k € [[0; n— 1]], sont des nombres distincts de [0; 7]. Comme cos réalise
une bijection de [0, 7] dans [-1, 1], tous les x; sont des nombres distincts.

’ On a donc trouvé n racines distinctes de T5,. ‘

8
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(¢) Comme T, est un polyndme de degré n, il possede au plus n racines. Comme on en a
trouvé n, on les a toutes et elles sont toutes de multiplicité 1. On peut donc factoriser
T, comme suit

T(X)=2""1 ;ij: (X—cos(2];; 17‘[)).

4. (a) D’apres la question 2.(a), on a pour tout € R, T),(cos(f)) = cos(nf). Les fonctions cos
et T, sont dérivables sur Ret1’'on a

YOEeR, —sin(0) T, (cos()) = —nsin(no).

Comme sin(f) # 0 pour tout ]0, g[, ona

sin(n0)
sin(@)

pour tout 0 €]0, g[, T)(cos(B) =n

(b) Les fonctions T, et cos sont continues sur R donc T),(1) = glirgl+ T, (cos()). Or

sin(n0) nn@ 2
sin(@) 6—o0+ 6 6-0*

T, (cos(0) = n

donc

T/ (1) = n°.

5. (a) La fonction g est la fonction nulle et les fonctions T}, et cos sont deux fois dérivables
donc pour tout x € R, ona

g'(x) = —sin(x) T}, (cos(x)) + nsin(nx) =0

g (x) = sin®(x) T}/ (cos(x)) — cos(x) T}, (cos(x)) + n* cos(nx) = 0
Comme pour tout x € R, cos(nx) = T, (cos(x)), on obtient
VxeR, (I1-cos?(x)T)(cos(x))—cos(x)T,(cos(x)) + n*Ty(cos(x)) = 0.
Soit y € [-1;1]. Il existe x € R tel que y = cos(x). D’apres ce qui précede on a

A=y TV (y) = yTh(y) + n?Tr(y) =0

AinsiVye [-1;1], (1—- Yy TN (y) - yTh(y) + n*Tu(y) = 0.

(b) D’apres ce qui précédente, le polynome (1 — X*) T/ (X) — X T} (X) + n*T,(X) possede
une infinité de racines, a savoir au moins tous les nombres de [-1;1]. C’est donc le
polynéme nul.

1-XH)T!(X) - XT(X) +n*Ty(X) = 0.

Partie B
6. (a) Ilexiste a et bréels tels que
1 a b
———=—+——
XX-1) X X-1
En multipliant par X et en évaluant en 0, on obtient a = —1. En multipliant par X —1 et
en évaluant en 1, on obtient b = 1.
1 -1 1
—_— =+ —
XX-1) X X-1

D’o1,
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(b)

(©

(d)

(b)

8. (a

PourtoutnelN,

ézk(kl D :é(__u%l)
255l

1
=1-—=
n
L 1
D __
onc Z, (k 1)
no]
Pourtoutn>2,S,=1+ Z =z
k_
1 1
Pour tout k > 2, k* > k(k—1) donc — % < ATt dotr

n

Sp<1+ ) L cini-le
n k:Zk(k_l)\ X

n

Onadoncbien|S, <1+ Z k(k 1)

(Sn) nen €st une suite croissante est majorée par 2 donc
elle converge vers une ’ limite finie / inférieure ou égale a 2. ‘

Ona

2n 1 2n 1 2n 1 n 1 1

SZn:Z_: Z —+Z—:S,+ :S,+—Sn
Pl e R e 0 w19 L
kimpair kpair
et donc
, 1

La suite (S25,) nen+ converge vers ¢ car c’est une suite extraite de la suite (S;) ,en+. Donc,

d’apres la question précédente, la suite (S))en+ converge et sa limite ¢’ vérifie ¢ =

1
¢ ——¢ donc
4

3
la suite (S,) yen+ converge et sa limite ¢’ vérifie ¢' = Zﬂ .

D’apres la question 22 on a

pour tout x € R\{xo,..., Xp-1},

n—1
In(|T,(0)) =" N+ Y In(lx— x;).
k=0

10
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!
n

(b) On remarque que pour tout x € R\{xop,...,X,-1}, est le nombre dérivé en x de

Ty(x)
x—In(|T,(x)]) donc
T'(x) "=l 1
tout x € R\{xo, ..., Xp_1}, ——— = .
pour tout x (X0, -+ Xn_1} e ;;)x—xk

(c) En évaluant I'égalité de la question précédente en x = 1 (ce qui est possible car 1 ¢
{x1,...,x,}), on obtient
T,1) "=l
(1) 11— Xi

Or d’apres la partie 1 ona T,(1) = 1 et T,,(1) = n®. Donc

n—1 1
= 2.
k=0 1 —cos (—(2k2+n1)”)
.2
sin“(x
(d) i |cos(2x)=1-2sin?(x) et tan®(x) = —(2)
1 -sin“(x)

ii. En utilisant la premiere formule de trigonométrie avec x = 04/2, on obtient pour

1
tout k€ [[0;n—1]], 1 —cos(8y) = ZSinz(EHk) et donc

n-1 1
—:2”2
-2 ((2k+D)7 .
=0 sin” (=5-)

1 1
En utilisantla deuxieme formule de trigonométrie avec x = =0, on obtient tan? (59 )=

sinz(%ﬂk) 1 1 ..
D onc T =— 51 — 1. Ainsi
1 —sin”(50%) tan?(50;)  sin®(50%)
n—1 1 n—l( 1 1)
5 (Ckimy 2 (Rk+Dmy
k=0 tan? (=) 5o \sin® (=)
|5 )
= ——|-n
= sin2 ((2k4+n1)n)
donc
n—1 1
=2n’-n
= tan2 ((2k4+n1)7r)

9. (a) Soit f et g les fonctions définies sur [0, g[ par Vx € [0, g [, f(x) = x—sin(x) et g(x) =
. . T T
tan(x) — x. Les fonctions f et g sont dérivables sur [0, E[ et pour tout x € [0, E[ ona
fl(x)=1-cos(x)=>0 et g'(x)=tan®(x)>0.

Les fonctions f et g sont donc croissantes et comme f(0) = g(0) = 0, elle sont positives,
ainsi

T
pour tout x € [0, E[ on asin(x) < x < tan(x).
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2k+1 b3 s .
(b) On remarque que pour tout k € [0, — 1]], e [0, E] donc d’apres la question
précédente
. (2k+1 2k+1 2k+1
sm( ) < 1< tan( )
4n 4n 4n

et comme tous les termes de cette inégalité sont positifs, on a

1 - 16n? < 1
tan? (21;;1) S 2k+1)2n2 sin? (21221)
donc
n? SRR S n?
X X .
16n2tan? (2££1) @K+ D® 672 5in? (21
Or
n 1 n-1 1
=y — -y ——
" k; 2k—1) k;o 2k+1)2
donc
7.[2 n—-1 1 . S, 7.[2 n—-1 1
AN AN
161* (=5 tan? (—2’;1) " 16n? (5 sin? (_21;;1)
et donc
LI s
8 16n " 8
2 2
n m
(c) Parle théoréeme des gendarmes, ¢’ = 5 donc ¢ =-/¢"= 5

2 2
7 T
Onaf’:getfz—.

12



