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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 5 I

Exercice 1 -

1. Ona:
e On sait que linol In(x) = —oo donc par quotient lirgl fx)=0.
x—0% x—0%

In(x)

¢ On sait que par croissance comparée, lim = 0 donc par passage al'inverse
X—+00

[xl_igloof(x) = +oo}

¢ On sait que liIIll In(x) =0~ donc par quotient [lim fx) = —oo]
o L

e Onsait que lim In(x) = 0" donc par quotient [hm flx)= +oo]

x—1*

2. Pour tout x € D, les fonctions x — x et x — In(x) sont dérivables sur D. De plus, In(x) # 0
donc la fonction f est dérivable sur D.

La fonction f est de la forme 4 avec u(x) = xet v(x) =In(x). Ona: u'(x) =1let v'(x) = —
v

Ainsi .
I xIn(x)—xx < _In(x) -1

IO =@y = e
OrIn(x)? > 0 pour x € D donc f'(x) est du signe de In(x) — 1.

3. (a) Etudionslesignedeln(x)—1.0OnapourxeD:

Inx)-120 << In(x) >1 < x}el.

On a alors le tableau de variations suivant :

X 0 1 e +00
Signe de B B 0 N
'
0 +00 +00
Variations
de f
—00 e
Ona f(e) = ° ..

In(e) e 1
(b) D’apres ce qui précede, la fonction f est strictement croissante de [e; +oo[ dans [e; +o0].

De plus, la fonction f étant dérivable sur D, elle est en particulier continue sur [e; +ocol.
Ainsi d’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de [e; +oo[ dans [e; +ool.
4. (a) SoitxeD,ona:

1
fX)=x —:x(=> ——=1 carx#0

In(x) In(x)
Ainsi:
fX)=x <= In(x)=1 < x=e.

Ainsi S = {e}.
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(b)

—x>
fX)=-x20 = In(x) In(x)

Dressons alors le tableau de signes de ce quotient :

X 0 1 e +00

Signe de _
1-In(x) * 0

Signe _
de In(x) 0 *
Signe de

x(1—In(x)) - + 0 -
In(x)

5. (a) Notons P(n)la propriété: « u, > e».
Initialisation (n =0) uy =3 > e donc P(0) est vérifiée.
Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, u, > e. Or on a montré que f est strictement crois-
sante sur [e; +oo[ doncona:

fun) = f(e).
Or f(uy) = up+ et f(e) =e. On obtient donc

Up+1 = €.

La propriété P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion Lapropriété étantinitialisée et héréditaire, la propriété P (n) est vraie pour
tout n € N.

(b) Etudions le signe de u,+; —u;. Onapour neN:

Up+1 — Un = f(Up) — Up.

Or f(x) —x < 0 pour x > e et on vient de montrer que pour tout n € N, u, > e. Ainsi
Up+1 — Uy < 0. La suite (u;); est donc décroissante.

(c) D’apres les questions précédentes, la suite (u,),, est décroissante et minorée par e donc
d’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (u,), converge vers une limite
¢ qui vérifie ¢ > e.
Montrons que ¢ =e.
On sait que nl—1>IPoo U, = ¢ donc nl—1>I-Poo un+1 =¥¢.De plus, la fonction f est continue sur D

donc nl_l)IP f(uy) = f(¢). La limite ¢ vérifie donc :

l=f(0).
Or on a montré a la question 4.(a) que I'équation f(x) = x admettait une unique solu-
tion égale a e. Ainsi .
6. (a) D’apresla question2.,,onapourxeD:

3 In(x)-1
~ (In(x)?’

f'(x)
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2
Calculons le terme ;} - i (1 — m) et montrons qu’il est égal a f'(x). On a pour x €
[e; +ool:
g =)
4 40U Inx)) 4 In(x)
_ 1(In(x)?* - (In(x) — 2)?
T4 In(x)2 )
1 (In(x)?-In(x)*+4In(x)-4) _1(40n(x)-1D) Inx)-1
T4 In(x)? ) B Z( In(x)? )  Inx)?2 F0.

Ainsi ,()_1_1(1_ 2 )2
insi| f'(x =11 noo) |

(b) Pour x € [e;+ool, f'(x) >0 donc

) , o101 2 \?
'f(x”‘f(’”‘rz(l )

B In(x)
1 2 \?
Or —— (1——) < 0donc
4 In(x)
1
4

7. On démontre ici ce qui était admis dans I’énoncé. La preuve s’appuie sur I'inégalité des ac-
croissements finis vue dans le Chapitre 13.

If'(x)] < pour x € [e; +ool.

1
La fonction f est continue et dérivable sur [e; +oo[ et on a pour tout x € [e; +ool, | f ") < =

De plus, pour tout n € N, on a montré que u, € [e;+oo[. Ainsi d’apres I'inégalité des accrois-
sements finis, on a:

1
|f (un) = fle)| < Zlun—el,

or un+1 = f(uy) et f(e) =e, onaainsi pour tout n € N :
1
lUp+1—el < =lu,—el.
4
(a) Montrons le résultat par récurrence.

1
Notons P(n) la propriété : « |u, —e| < o ».

1 1
Initialisation (7 =0) up=3donc|ug—e|=3—-e=0.3et YO =1ainsi|uy—e| < 0 P(0)
est donc vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
D’apres la question précédente, on a:

1
lUup1—el < Zlun—el
1 . .
Or|u,—e|< Tl par hypothése de récurrence donc :

1
|un+1—e|<4—1x4—n

ainsi :

Iun+1—e|<4n+1.

La propriété P(n + 1) est donc vraie.

3
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Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d’apres le principe de récur-
rence, pour tout n € N, P(n) est vraie, a savoir :

Iun—el<4—n.

1 1\" 1
b) Remarquons que — =|-| .Comme — €]—-1;1[,ona:
(b) q que = (4) 2 ] [
1 n
lim (—) =0.
n——+oo
Orona:

1
0<|un—e|<4—n

Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on a:

lim |u,—e|=0.
n—+oo

Ce qui nous permet de conclure que| lim u,=e|
n—+oo

Exercice 2 -

. b - -
1. (a) Les matrices M = ( Z P ) appartenant a £ vérifient en particulier que ad — bc = 0

donc d’apres le cours, elles ne sont pas inversibles.
(b) e Posonsa=1,b=1,c=-letd=-1.Alorsa+d=1-1=0et

ad—bc:]_X(—l)—lX(—l):—1+1:0d0nC(_i _i)eg

e Posonsa=1,b=-1,c=1letd=-1.Alorsa+d=1-1=0et

ad—bc:lx(—1)—(—1)x1:—1+1:0d0nc( i :1 )eé’

1 1 1 -1 2 0
(c) -PosonsS:(_1 _1)+(1 _1):(0 _2)

Alors ad —bc=2x(-2)—-0x0=—-4#0donc S¢ &
1 1 1 -1 2 =2
oPosonsP—(_1 _1)><(1 _1)—(_2 2)
Alorsa+d=2+2=4#0doncP ¢ &

On constate donc que la somme et le produit de deux matrices de £
[n’appartiennent pas nécessairement a £ J

d) Soit M = ( a
C

2
)unematricedeE.AlorsMZ: a’+bc “b"‘bd)

ac+cd be+d?

d
Or M € £ donc en particulier,ona a+ d =0 donc :

2_( a’+bc bla+d)

_ a’ + bc 0
cla+d) be+d®> |~

0 bc+ d?

4
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2. (a)
(b)

(9]

3. (@

De plus, M € £ donc en particulier, on a ad — bc =0 donc ad = bc donc:
a*+bc=a’*+ad=ala+d)=ax0=0
et

be+d*=ad+d*=da+d)=dx0=0

00
Finalement, on a justifié que si M € &, alors M? = ( 0 0 ) =0,.

Par suite, pour tout entier n > 2, ona M" = M?x M2 =0,x M"2 =0,.

En conclusion, pour n > 2, .
1x5-(-2) ><2:5+4:9;éOdonclamatriceAest.

Calculons K :
1 2 30 -2 2
K_A_3I_(—2 5)_(0 3)‘(—2 2)

Onaalorsenposanta=-2,b=2,c=-2etd=2,a+d=-2+2=0etad—-bc =

—2x2-2x(-2)=-4+4=0donc(Ke&)

Montrons ce résultat pa récurrence. On pose pour n€ N, P(n) : « A" =3" 1 + n3"" K.
Initialisation (72 =0) Onad’une part A’ = I et3°7+0x 371K = I donc P(0) est vraie et
la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n €N, on suppose P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a:
AT = AT A
=@3"I+n3"'K)A dapres'hypothese de récurrence
=3"A+n3"'KA
=3"(K+3I)+n3" 'K(K+3I) carpar définition de K, A= K + 31
=3"K+3"" [+ n3"'K*+ n3"K
=3"K+3""11+n3"K car K?=0puisque K€ &
=3"1+(n+1)3"K
Ainsi P(n+ 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.

3" 0 1 -2 2
D’apres ce qui précede, A”:( 0 3" )+n3” 1( 5 )d’ou

A”—( 3"-2nx3"1  2px3"! )

—2nx3"1  3t4o2p %3l

D’apres la question 2.(b), on sait que K € £ donc d’aprés la question 1.(d), on a K* =0,
i.e. (A-3D*=0,.

En développant, on obtient que A> —6A+ 91 = 0, donc @ = —6 et = 9 conviennent.

Il reste a justifier 'unicité de a et 5.

Soit donc (a, B) € R? tel que A* + a A+ BI = 0, et soit (', ') € R* tel que A*+a’ A+ B'I =
0,. Par soustraction, on obtient I’égalité :

(a-a')A+(B-p)1=0,
Raisonnons par I'absurde et supposons que « # a'. Alors on aurait (a —a') A= (' - ) I

p -

et puisque a — a’ # 0, on aurait I'égalité A= I, donc A serait diagonale, ce qui est

/

absurde. Donc a = &' Par suite, (- ') I = 0,, ce quiimpose f— ' =01i.e. ="

En conclusion, (a, B) = (—6,9) est [l’unique couple de réels tels que A% + a A+ pI = 02].

5
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(b) D’apres la question précedente, A>—6A+91 = 0 donc —A*+6A = 9] et par suite A(—A+
1
6I) =91 donc A 5(—A+6I)] =lie A

1
31— EA] = [ ce qui suffit a prouver que la ma-
trice A est inversible et que :
L2 01
A ==-1--A
3 9

(c) K=A-3Idonc A=K +3I donc d’apres la question précédente

4 21
A ==-1--A
3 9
2 1
=—1-—(K+3I)
3 9
2 1 3
=—]--K-=1
3 9 9
2 1 1
=—I--K--1I
3 9 3
Par conséquent :
4 11
A" ==-1-=-K
39

Pour n=-1,onadonc:
3"I+n3" 'K=3"11+(-1)x372K =

donc la formule A" = 3" + n3"" 'K reste valide pour n = —1.

Montrons qu’elle reste également valide pour tout p € Z\N. Tout élément p € Z\N
s'écrit p = —n avec n € N*. Montrons par récurrence sur n € N* que A™" = 37" -
n3 " 1K.

Notons P, la proposition « A" =37"1 - n3 " 1K ».

Initialisation (n—1):
Nous venons de constater que A1 =3711-372K donc P est vraie.

Hérédité Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P, vraie et montrons que
P41 est vraie. Par hypothese de récurrence, on sait que A~ =37"] — n3 " 1K et
on sait que K? = 0, donc:

A—(I’l+1) — A—I’l—l
=A"x A7!
=(3"1-n37"'K) (37 1-37%K)
=371 37" 2K _p3 " 2K + n3 "3k
=311 m+1)37" %K
— 3—(n+1)1_ (n + 1)3—(n+1)—1K

donc P, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n
dans N*, 4 savoir
VneN* A"=3""I-n3""'K

En conclusion, la formule A” = 3"] + n3""1K est valide pour tout 7 € Z.
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Probleme 1 - Partie I - Généralités

1. (a) Sif estabsolumentmonotone,ona f®(x) > 0pourtoutx€]a, b|, donc’ f est positive.

On sait aussi que f' est positive sur ]a, b[, donc ’ f est croissante sur ]a, b|. ‘

(b) SoitneNetxela,bl.
f est de classe C*™° et absolument monotone, donc pour tout n € N, f est dérivable n+1
fois et sa dérivée (n + 1)-eéme est positive, ce qui signifie (f h ) > 0.

Ceci étant vérifié pour tout n € N, on a bien montré que| f’ est absolument monotone.

2. Si f et g sont deux fonctions absolument monotones sur ]a; b, alors f + g et fg sont des
fonctions de classe C* sur ]a; b[ et pour tout n € N, pour tout x € Ja; b[,on a:

F+9"x) =@ +g™x) >0

n

(fx g)(n)(x) — Z n f(k)(x) x g(n—k)(x)
k=0 k

La formule concernant f x g provient du théoreme de Leibniz. Comme f et g sont abso-
lument monotones, pour tout k € N et tout x €]a, b|, f(k) (x) > 0et g(”_k) (x) > 0. D’autre

part, pour tout k € Z et tout n € N,

n
k) > 0 donc donc pour tout n € N et tout x €]a, b,

(f x )™ (x) > 0.

’ f + g et f x g sont donc absolument monotones.

3. Onraisonne par récurrence :

Initialisation : Pour 1 = 0, ') = exp(f) est une fonction positive.
Donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose Py vraie pour tout entier k < n. Soit k < n+1.Si k < n,
alors ¥ > 0 par hypothese de récurrence. Si k= n+1:

" n _ -

P = D = (")) = (f )™ = Y (g)f(” “Dp®  (Formule de Leibniz)
0=0

f est absolument monotone, donc f (n=£+1) st positive pour tout ¢ entier entre 0 et n. De

plus, (pw ) est positive pour tout £ entier entre 0 et n par hypothese de récurrence. Enfin, les

coefficients binomiaux sont positifs donc ¢ "*V est positive. Ainsi, P, est vraie et donc Py

est vraie pour tout entier k < n+1.

(n)

Par récurrence forte, pour tout ne N, ¢ > 0. Donc’ @ est absolument monotone.

Partie II - Absolue monotonie de la fonction Arcsin sur ]0; 1|

4. (a) En calculant les premieres dérivées de g, on conjecture que pour tout n € N, la propo-
sition

1 n! n!(-1)"
Pn:Vxe]O;l[,g(")(x):E((l_ )

x)1+1 - (1+ x)n+1

est vraie. Montrons le par récurrence.

Initialisation : Pour tout x € ]0; 1],

l1-x 1+x

1 0! 0!(—1)0) 1( 1 1 )
=3 ,

2{0=0% T " @+001)
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On retrouve bien I'expression de g donnée dans I’énoncé. Donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P, est vraie.
Pour tout x € ]0; 1],

g™V (x) = g™ (x)

1 (=nlx(-(n+1)A-x)") -nl-D"x({(n+1)1+x)")
- 5 (1 — x)2n+2 B (1 + x)2n+2 )
I+ DX (-0 (r+ DD X (140
- 5 (1 — x)2n+2 N (1 + x)2n+2 )
1 (n+D! (n+DI(=-D"H!
T2la-0mt2 T A+ )
Donc P, est vraie.
Par récurrence, pour tout n € N, pour tout x € ]0; 1[, g(")(x) = E( ! - i )
2 {Q-x)1 A +x)nt!

(b) SoitneNetxe]0;1[.Ona0<1—-x<1+x,donc
0< (- x)"*1 <A+ x)"*1 par croissance de la fonction puissance d’exposant n + 1

1
sur R*. Donc 0 < < ) -
(1+x)"+1 = (1—x)n+! (1-x)"1 1+x)nt!
1 1
+
(l—x)”“ (1+x)n+1
Ainsi, pour tout n € N, pour tout x € ]0; 1], g(”) (x) = 0.’ g est absolument monotone sur ]0; 11. ‘

5. (a) Pourtout x€]0;1],

On en déduit que (

sont positifs ou nuls.

h(x) =In(f(x)) = _?lln(l -x) = _?1 (In(1—x)+In(1 + x)).

f est dérivable et strictement positive, donc h est dérivable en x et

2 \l1-x 1+x

hl(x) — __1 (__1 + L) — g(x)

(n-1) (n-1)

(b) h est positive par définition. Pour tout n > 1, h = g ,0r g
absolue monotonie de g. Donc’ h est absolument monotone. \

est positive par

D’apreés la question 1.3, la fonction

1010 - R
o x — exp(h(x)) =exp(n(f(x) = f(x)

est absolument monotone sur ]0, 1[. Donc ’ f est absolument monotone. ‘

6. Arcsin est positive sur ]0; 1[. Elle y est dérivable et sa dérivée est f. Donc ses dérivées succes-
sives sont f et les dérivées successives de f, qui sont toutes des fonctions positives sur ]0; 1[
d’apres la question I1.2. Donc ’ Arcsin est absolument monotone sur ]0; 1[. ‘

Partie III - Fonctions absolument monotones sur R et bornées

7. (a) Comme on a supposé que f’ n'est pas identiquement nulle, il existe A € R tel que
f'(A) # 0. f étant absolument monotone, f’ I'est aussi (question 1.1). On en déduit
que f'(A) >0 et que [’ est croissante (question I.1 a nouveau). Donc,

pour tout x > A, f'(x) > f'(A) > 0.
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(b) Soit x un réel tel que x > A. L'inégalité demandée est évidente si x = A. Si x > A, alors
f est continue sur [A; x] et dérivable sur ] A; x[. D’apres 1'égalité des accroissements

f(x) - f(A)
A

finis, il existe ¢ €] A; x[ tel que f’(c) = . Or ¢ > A, donc, d’apres la question

précédente, on a f'(c) > f'(A). Ainsi, f'(A) < %
f(x). Ainsi,

, dott f/(A)(x—A)+ f(A) <

pour tout x réel supérieur ou égal a A, f'(A)(x— A) + f(A) < f(x).

(© f'(A)>0,donc xl_iHlOO( f'(A)(x— A) + f(A)) = +oo. Donc, par théoréme de comparaison,

llg,lf: +00.

Or f est croissante (par la question I.1) et bornée, donc admet une limite finie en +oo,
ce qui fournit une contradiction.

8. Soit f une fonction bornée et absolument monotone. On déduit des questions précédentes
que la dérivée de f est identiquement nulle, donc f est constante égale a c € R. De plus, f
est positive, donc ¢ > 0.

Réciproquement, toute fonction constante positive est positive, bornée, infiniment déri-
vable et toutes ses dérivées successives sont nulles, donc elle est absolument monotone.

Finalement, on a montré que

I'ensemble des fonctions absolument monotones bornées sur R
est 'ensemble des fonctions constantes positives.

9. On procede par analyse-synthese.

Analyse : Soit f une fonction absolument monotone sur R dont la dérivée premiére est bor-
née.

Alors, par la question 1.1, f’ est absolument monotone. D’apres la question précédente, f’
étant également bornée, [ " est constante positive. Donc il existe a et b réels tels que a > 0 et
pour tout x € R, f(x) = ax+Db.

: -b . :
Si a >0, alors pour tout x < —, f(x) <0, donc f n’est pas positive, ce qui est absurde. Donc
a
a =0, et f est constante égale a b. Comme f est positive, b > 0. Ainsi, f est une fonction
constante positive.

Syntheése : Réciproquement, on a déja vu que de telles fonctions sont absolument mono-
tones a la question précédente.

Finalement, I'’ensemble des fonctions absolument monotones
de dérivée premiere bornée sur R
est 'ensemble des fonctions constantes positives.

Partie IV - Prolongement d’'une application absolument monotone

10. D’apres la question 1.1, f est croissante sur ]a; b|. f est positive donc minorée sur ] a; b|. Elle
admet donc une limite a droite finie en a d’apres le théoréme de la limite monotone. Comme
f n’est pas définie en a ni a gauche de a, cette limite a droite en a est en fait une limite en a.
Ainsi,
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’ f peut se prolonger par continuité en a. ‘

11. Pour tout x €]a; b|, f est dérivable en x et f’(x) = f'(x). Donc f’ est croissante sur |a; b[ et
minorée par O sur ]a; b[. Donc f "admet une limite a droite finie en a et donc une limite finie
positive en a.

On rappelle que f est continue sur [a; b[ et dérivable sur ] a; bl.
D’apres le théoréme de la limite de la dérivée,
f est dérivable en a et f'(a) = lim, fl(x)>o.
X—a

12. Remarquons tout d’abord que par une récurrence immédiate a partir de la question 1.1,
toutes les dérivées successives de f sont croissantes.

Pour tout 7 € N, on consideére la proposition P, :« f est n-fois dérivable sur [a; b[, f"(a) > 0
et f™ est continue sur [a; b[ ». On raisonne par récurrence.

Initialisation : f est continue sur [a; b[ par définition. De plus, f est positive sur ]a; b| et
continue en a donc positive en a.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que P,, est vraie.

Comme f coincide avec f sur]a; b, f est (n+1)-fois dérivable sur ] a; b| et pour tout x €] a; b,
F D (x) = F"* D (x) > 0. Ainsi, £V est croissante sur ]a; b[ et minorée par 0 (car f est
absolument monotone), donc admet une limite finie positive en a. De plus, £ est continue
sur [a, b[ par hypothese de récurrence. Par le théoreme de la limite de la dérivée, on en déduit
que f est dérivable en a et f""*V(q) = lim FUrDix >o.

X—a

Donc f est (n + 1)-fois dérivable sur [a;b[ et f""*V(a) > 0. De plus, comme f"*V(q) =
lim+ f 1) (x), f (n+1) est continue en a et par conséquent continue sur [a; b[. On a donc
X—a

montré P, 1.

Par récurrence, pour tout n € N, f est n-fois dérivable sur [a; b| et f(”) (a) = 0. Donc

f est de classe C*™ sur [a; b[ et est absolument monotone sur [a; b|.
Probléme 2 -
p? 0 0 1 00
1. A%=|2pa-p) p* O|etA=13=]|0 1 0]
(1-p? 1-p* 1 0 0 1
p" 0 0
2. Pour n € N, notons H,, I'assertion : «il existe trois réels a,, b, etc, telsque A" = | a, p" 0|».
b, ¢, 1
Hj est vraie en posant ag = by = ¢y = 0.
p" 0 0
Soit n € N. Supposons H,, vraie. Alors, il existe a,, by, c, € R tels que A" =|a, p" 0].On
b, ¢, 1

sait que A" = A" x A, ainsi :

pI’H-l 0 0
A" =\ pa,+p"a-p  p" 0.
b,p+c,(1-p) pcp+1-p 1
Posons a,+1 = pa,+p"(1—-p), bys1 = pby+(1—p)cy et cpy1 = pcy +1— p. Ainsi on a obtenu
pI’H—l 0 0
A" =g, p"™! 0], ce quiprouve Hy,,.

bpv1 cpr1 1
Le principe de récurrence permet de conclure :
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p" 0 0
pour tout 7 € N, il existe trois réels a,, b, et ¢, telsque A" =| a, p" 0].
b, ¢, 1

3. |La suite (c,,) est arithmético-géométrique ‘ Pour xeR, x=px+1-p < x =1, ainsi, pour
tout n €N, on introduit g, = ¢, — 1. Soit n € N. On a

dn+1=pcpt+tl—-p—-1=pcp—p=pqn

donc (g,) est géométrique de raison p. Ainsi, pour tout €N, g, = gop” = —p”, puis

pourtout neN, ¢, =1-p"|

4. (a) SoitneN. ansp = pans1+p" 1 (1-p), donc anso—2pan+p*a, = p"*!

pPa,=p"" - p) - plans1 - pan) = p" (1 - p) - p(p" (1 - p)). Ainsi,

(I-p)—pap+1+

An+2 = pana +p" 1 A-p)=0

(b) Le polynéme caractéristique associé est X* —2pX + p* = (X — p)°. Ainsi, il existe deux
réels A et u tels que pour tout n € N, a, = (An+ u)p". Puisque ay = 0, alors u = 0, et

1_
a;=1-p (car A= A), donc A = —p. Ainsi, | pour tout neN, a, = n(l - p)p”_1 .
p

5. (a) Soit M, Ne&. Alors (MN)U = M(NU) = MU = U car M et N appartiennent a £. Ainsi,

[MNeég|

(b) Pour n €N, notons H,, 'assertion « T" € £ ».
H, est vraie car T° = I3, donc T°U = U.
Soit 7 € N. Supposons H,, vraie. Alors T"*! = T"T avec T" € £. De plus, TU = A'U =

p+l-p
p+1-p|=U, donc T € . Avec la question précédente, T"*! € £. Ainsi, H,,; est
1
vraie.

Le principe de récurrence assure alors que | pour tout neN, T" € £ |.

(c) Soit n€N.Onsaitque T" = (A") T, donc, puisque T" € &, alors le premier coefficient de
T"U fournit p" +a,+b, = 1,donc b, = 1-p"—a, =1-p"—n(l-p)p" ! et finalement

b,=1+(n-1)p"—np

6. Ona|B+C=A|

7. (a) Appliquonsla méthode de Gauss :

n-1

1 1 0/|1 0O 1 1 0]1 0 1 001 1 O
0O -1 0/01 0] | O -10|012O0 |01 0|0 -1 O
-1 0 1/]0 0 1 0 0 1|1 1 00 1|1 1 1
1 1 0
donc| P estinversible, et P ={0 -1 0
1 1 1
p p O p 00
(b) Oncalcule:BP=| 0 —-p Of|,puisD=|0 p O0}.]Ilsagit bien dune matrice dia-
-p 0 1 0 0 1
gonale.

(c) On procede par récurrence : pour 7 € N, on note H, I'assertion : « B” = PD" P15,
Hj estvraie car pppl=ppl= I3 = B°. Hy est également vraie car PDP = (PP HBPP Y =

11
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I3BI3 = B.
Soit n € N. Supposons H, vraie. Alors :

B"!'=B"B=pPD"P' xPDP'=pPD"(P"'P)DP' = PD"DP ' = PD""' p7!

ce qui prouve H,4.

Le principe de récurrence assure alors que| pour tout n € N, B" = pp"p7t|

(d) SoitneN. D étant diagonale, D" = ( 0o p" 0), puis PD" = ( 0o -p" 0), et enfin

0 0 1 —p" 0 1
p" 0 0
B”:( 0 p" O).
1-p" 1-p" 1

8. ’ C? est la matrice nulle ‘

0 0 0 0 0 0
9. BC= ( pdl-p) O 0), etCB= (p(l -p) O 0). On constate que BC = CB. Puisque A =
-pdl-p) 0 O pp—-1) 0 O
B+ C, alors d’apres la formule du bindome de Newton, pour n € N :

n

Bn—kck
k

n
A=)

k=0

Or, on a vu que C? = 0, donc pour k > 2, c* = 0. Ainsi :

|A"=B"+nB""'C|

10. Soit n € N. On obtient donc:

p" 0 0 p1 0 0 0 00
A= 0 p" 0|+n 0 p"1 O)X(lp 0 0)
1-p" 1-p" 1 1-p" !t 1-p"1t 1) \p-1 00
p" 0 0 0 00
=l o p"  0|l+n|p"t-p" 0 0)
1-p" 1-p" 1 p"-p™1t 0 0
p" 0 0
= nl-pp"! p" 0)
1+(n-Dp"—-np™t 1-p" 1

p" 0 0
c'est-a-dire| A" =|a, p" 0]|
b, ¢, 1
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