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CORRIGÉ DEVOIR SURVEILLÉ 2

Exercice 1 – Pour tout z ∈C, on définit

P (z) = z3 − (6+ i )z2 + (−14+10i )z −16(1+ i ).

1. Soit z ∈ iR. Il existe y ∈R tel que z = i y . On a alors les équivalences suivantes :

P (z) = 0 ⇐⇒ P (i y) = 0

⇐⇒ (i y)3 − (6+ i )(i y)2 + (−14+10i )i y −16(1+ i ) = 0

⇐⇒ −i y3 + (6+ i )y2 + (−10−14i )y −16(1+ i ) = 0

⇐⇒ (
6y2 −10y −16

)+ i
(− y3 + y2 −14y −16

)= 0

Or, y ∈ R, donc 6y2 −10y −16 ∈ R et −y3 + y2 −14y −16 ∈ R. Donc, par unicité de l’écriture
algébrique :

P (i y) = 0 ⇐⇒
{

6y2 −10y −16 = 0 (E1)
−y3 + y2 −14y −16 = 0 (E2)

Commençons par résoudre (E1) : 6y2 −10y −16 = 0 ⇐⇒ 3y2 −5y −8 = 0. Calculons le dis-
criminant ∆ de cette équation : ∆= 25+96 = 121 > 0. L’équation admet donc deux solution
réelles

y1 = 5+11

6
= 8

3
et y2 = 5−11

6
=−1

Regardons alors si y1 et y2 sont solutions de (E2).

y1 est solution de (E2) ⇐⇒ −(−1)3 + (−1)2 −14(−1)−16 = 0

⇐⇒ 1+1+14−16 = 0

⇐⇒ VRAI

y2 est solution de (E2) ⇐⇒ −
(

8

3

)3

+
(

8

3

)2

−14× 8

3
−16 = 0

⇐⇒ −512

27
+ 64

9
− 112

3
−16 = 0

⇐⇒ −512+192−1008−432

27
= 0

⇐⇒ FAUX

Ainsi,
P (i y) = 0 ⇐⇒ y =−1 ⇐⇒ z =−i

Conclusion, l’unique complexe imaginaire pur, solution de l’équation P (z) = 0 est z =−i .

2. Par la question précédente, −i est une racine de P . Donc z + i divise P .
Soit (a,b,c) ∈C3. Pour tout z ∈C, on a

P (z) = (z + i )(az2 +bz + c) ⇐⇒ P (z) = az3 + (b + i a)z2 + (c + i b)z + i c

⇐⇒


a = 1
−6− i = b + i a
−14+10i = c + i b
16−16i = i c

⇐⇒


a = 1
b =−6−2i
c =−16+16i

On a alors,
∀z ∈C , P (z) = (z + i )(z2 − (6+2i )z −16+16i )
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3. Soit z ∈C. D’après la question précédente, on a les équivalences suivantes :

P (z) = 0 ⇐⇒ (z + i )(z2 − (6+2i )z −16+16i ) = 0

⇐⇒ z + i = 0 OU z2 − (6+2i )z −16+16i = 0

On calcule le discriminant ∆ de z2 − (6+2i )z −16+16i . On a :

∆= (6+2i )2 −4(−16+16i ) = 36+24i −4+64−64i = 96−40i

On cherche une racine carrée δ= a + i b de ∆. On a :

δ2 =∆ ⇐⇒


a2 −b2 = 96
2ab =−40

a2 +b2 =
√

962 +402 =p
10816 = 104

⇐⇒
{

2a2 = 200
2ab =−40

⇐⇒
{

a =±10

b =∓2
⇐⇒ δ=±(10−2i )

On en déduit donc les deux racines de z2 − (6+2i )z −16+16i = 0 :

z1 = 6+2i +10−2i

2
= 8 et z = 6+2i −10+2i

2
=−2+2i

Donc, l’ensemble des solutions complexes de P (z) = 0 est donné par

S = {−i ; 8 ; −2+2i }

4. Soit z ∈C. On pose Z = z7. Alors,

z21−(6+ i )z14 + (−14+10i )z7 −16(1+ i ) = 0 ⇐⇒ P (Z ) = 0

⇐⇒ Z =−i OU Z = 8 OU Z =−2+2i

⇐⇒ z7 = ei 3π
2 OU z7 = 8 OU z7 = 2

p
2ei 3π

4

⇐⇒ ∃k ∈ J0;6K , z = ei 3π
14 + 2i kπ

7 OU z = 7p
8e

2i kπ
7 OU z = 23/14 ei 3π

28 + 2i kπ
7

Ainsi, l’ensemble des solutions est donné par

S =
{

e
3iπ
14 ; k ∈ J0;6K

}
∪

{
23/7 e

2i kπ
7 ; k ∈ J0;6K

}
∪

{
23/14 ei 3π

28 + 2i kπ
7 ; k ∈ J0;6K

}
Exercice 2 –

1. (a) D’après (⋆⋆) utilisée avec x = y = 0, on obtient

f (0) f (0) = 0 i.e. f (0)2 = 0 i.e. f (0) = 0.

(b) Soit x ∈R+.D’après (⋆⋆) utilisée avec y = x, on a

f (x)2 =p
x f (2x)+p

x f (2x) = 2
p

x f (2x)

Et ceci est vrai pour tout x ∈R+.

(c) Soient x et y ∈R∗
+. Alors d’après la question précédente

f (x)2 = 2
p

x f (2x) et f (y)2 = 2
p

y f (2y)

ce qui nous donne, comme
p

x ̸= 0 et
p

y ̸= 0,

f (2x) = f (x)2

2
p

x
et f (2y) = f (y)2

2
p

y

En réinjectant dans (⋆⋆), on obtient

f (x) f (y) =p
y · f (x)2

2
p

x
+p

x · f (y)2

2
p

y
= 1

2
p

x y

(
y f (x)2 +x f (y)2)

2
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(d) Soit (x, y) ∈ (
R∗
+
)2. Alors

(
p

y f (x)−p
x f (y))2 = y f (x)2 +x f (y)2 −2

p
x y f (x) f (y)

= 2
p

x y

(
1

2
p

x y

(
y f (x)2 +x f (y)2)− f (x) f (y)

)
= 0

d’après la question précédente.

(e) Soit (x, y) ∈ (
R∗
+
)2 . D’après la question 1.(d),

p
y f (x)−p

x f (y) = 0 i.e.
p

y f (x) =p
x f (y)

Comme x et y sont strictement postifs, on peut diviser par
p

x y cette dernière égalité,
et l’on obtient

f (x)p
x

= f (y)p
y

Ceci étant vrai pour tout (x, y) ∈ (
R∗
+
)2, on en déduit que la fonction g est constante sur

R∗
+.

(f) Cette dernière question est plus difficile car c’est à vous de prendre quelques initiatives.
Première étape : Comme la fonction g est constante sur R∗

+, alors il existe un réel α tel
que, pour tout x ∈R∗

+, g (x) =α. Ainsi

∀x ∈R∗
+, f (x) =αpx

Comme f (0) = 0 =α ·p0, alors on peut finalement écrire que

∀x ∈R+, f (x) =αpx

Deuxième étape : Nous allons ensuite réinjecter ce résultat dans l’égalité (⋆⋆). On ob-
tient, pour tout (x, y) ∈ (R+)2

α
p

x ·αpy =p
y ·αp2x +p

x ·α√
2y

i.e.
α2px y = 2α

√
2x y

Comme ceci est vrai pour tout (x, y) ∈ (R+)2, alors en particulier pour x = y = 1, cela
donne

α2 = 2α
p

2 i.e. α(α−2
p

2) = 0

Ainsi α = 0 ou α = 2
p

2. Finalement f est donc bien la fonction nulle ou la fonction
x ∈R+ 7−→ 2

p
2x.

2. La fonction nulle est bien sûr solution du problème. Posons f : x ∈R+ 7−→ 2
p

2x. Alors, pour
tout (x, y) ∈ (R+)2,

p
y f (2x)+p

x f (2y) =p
y ·2

p
4x +p

x ·2
√

4y = 4
√

4x y = 8
p

x y = 2
p

2x ·2
√

2y

Donc f est bien solution du problème.�� ��Bilan : ce problème admet donc exactement deux solutions, la fonction x ∈R+ 7−→ 2
p

2x et
la fonction nulle.
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Problème 1 –

1. Si a > 0, b = 1 donc b ⩾ 1. Si a ⩽ 0, puisque a2 ⩾ 0 et que la fonction racine carrée est

croissante sur R+, on a
√

a2 +1⩾ 1, c’est à dire b ⩾ 1.

Dans tous les cas, b ⩾ 1.

2. Déjà, l’inéquation n’est définie en x ∈ R si, et seulement si, x2 − 1 ⩾ 0, c’est à dire x ∈]−
∞;−1]∪ [1;+∞[. Soit un tel x :

▷ si a > 0, on a immédiatement a +
√

x2 −1 > 0 pour tout x ∈ ]−∞;−1]∪ [1;+∞[. L’en-
semble des solutions de l’inéquation est ]−∞;−b]∪ [b;+∞[ (puisque b = 1 dans ce
cas).

▷ si a ⩽ 0, on a :

a +
√

x2 −1 > 0 ⇐⇒
√

x2 −1 >−a

⇐⇒ x2 −1 > a2,

car
√

x2 −1 et −a sont deux quantités positives. Ainsi,

a +
√

x2 −1 > 0 ⇐⇒ x2 > a2 +1

⇐⇒ x2 > b2

⇐⇒ x ∈ ]−∞;−b[ ∪ ]b;+∞[

Comme b ⩾ 1, l’ensemble des solutions de l’inéquation est ]−∞;−b[ ∪ ]b;+∞[.

3. Soit x ∈R. La fonction fa est définie en x si et seulement si x est solution de l’inéquation a+√
x2 −1 > 0, donc d’après la question précédente, on a Da =

{
]−∞ ; −b ] ∪ [b ;+∞ [ si a > 0
]−∞ ; −b [ ∪ ]b ;+∞ [ si a ⩽ 0

4. Les théorèmes généraux de dérivation garantissent la dérivabilité en x ∈Da si x2 −1 > 0, la
fonction racine carrée n’étant dérivable que sur R∗

+. Ainsi, quelle que soit la valeur de a, on

obtient d’après la question précédente que D′
a = ]−∞;−b[ ∪ ]b;+∞[.

5. Soit x ∈Da ; alors −x ∈Da , et :

fa(−x) = ln(a +
√

(−x)2 −1)

= ln(a +
√

x2 −1)

= fa(x).

La fonction fa est donc paire.

6. Pour tout x ∈D′
a , on obtient :

f ′
a(x) =

2x

2
p

x2 −1

a +
p

x2 −1

et donc f ′
a(x) = xp

x2 −1(a +
p

x2 −1)
.

Lorsque x ∈D′
a ∩R+, x > 0 donc f ′

a(x) > 0 donc puisque D′
a ∩R+ est un intervalle,

la fonction fa est strictement croissante sur D′
a ∩R+.

7. (a) On a immédiatement lim
x→+∞ fa(x) =+∞ quelle que soit la valeur de a.
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(b) ▷ Si a > 0, la fonction fa est définie (et continue) en b = 1 donc

lim
x→b

fa(x) = fa(1) = ln(a);

▷ Si a = 0, la fonction fa n’est pas définie en b = 1 et lim
x→b

fa(x) =−∞ ;

▷ Si a < 0, la fonction fa n’est pas définie en b et lim
x→b

fa(x) =−∞.

8. Pour tout x > b, on a :

fa(x)− ln(x) = ln(a +
√

x2 −1)− ln(x)

= ln

(
a +

p
x2 −1

x

)

= ln

a

x
+

x

√
1− 1

x2

x


= ln

(
a

x
+

√
1− 1

x2

)

Sous cette forme, on voit que lim
x→+∞ ( fa(x)− ln(x)) = 0 : graphiquement,

les courbes de fa et de ln se rapprochent infiniment l’une de l’autre à l’infini.

9.

x

y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−3

−2

−1

1

2

3

0

a =p
3

ln

x

y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−3

−2

−1

1

2

3

0

a =−p3
ln
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Problème 2 – Partie 1 : Manipulation d’une expression trigonométrique

Pour tout x ∈R, on pose
f (x) = cos2(x)(cos(2x)−1)+ sin2(x).

1. Calculons f (0), f
(π

4

)
, f

(
−π

6

)
et f

(
2π

3

)
. On a

f (0) = 12(1−1)+02 = 0

Puis,

f
(π

4

)
=

(p
2

2

)2 (
cos

(π
2

)
−1

)
+

(p
2

2

)2

= 1

2
(−1)+ 1

2
= 0.

Aussi,

f
(
−π

6

)
=

(p
3

2

)2 (
cos

(
−π

3

)
−1

)
+

(
−1

2

)2

= 3

4

(
1

2
−1

)
+ 1

4
=−3

8
+ 2

8
=−1

8

Enfin,

f

(
2π

3

)
=

(
−1

2

)2 (
cos

(
4π

3

)
−1

)
+

(p
3

2

)2

= 1

4

(
−1

2
−1

)
+ 3

4
=−3

8
+ 6

8
= 3

8
.

2. Signe de f(x), méthode 1

(a) Soit x ∈R. Exprimons cos(2x) uniquement en fonction de cos(x). On a directement,

cos(2x) = 2cos2(x)−1.

(b) Montrons que pour tout x ∈R, f (x) = 2cos4(x)−3cos2(x)+1. Soit x ∈R, par la question
précédente, on a les égalités dans R suivantes :

f (x) = cos2(x)(cos(2x)−1)+ sin2(x)

= cos2(x)
(
2cos2(x)−1−1

)+ sin2(x)

= 2cos4(x)−2cos2(x)+1−cos2(x)

= 2cos4(x)−3cos2(x)+1

Conclusion,
∀x ∈R, f (x) = 2cos4(x)−3cos2(x)+1.

(c) Résolvons dans R l’inéquation f (x) < 0. Soit x ∈ R. Posons X = cos(x). Par la question
précédente,

f (x) < 0 ⇐⇒ 2cos4(x)−3cos2(x)+1 < 0 ⇐⇒ 2X 4 −3X 2 +1 < 0

Posons Y = X 2. Alors,
f (x) < 0 ⇐⇒ 2Y 2 −3Y +1 < 0

6
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Les deux racines de ce polynôme de degré 2 sont 1 et
1

2
. Donc

f (x) < 0 ⇐⇒ Y ∈ ]1

2
;1

[
⇐⇒ 1

2
< X 2 < 1

⇐⇒ −1 < X <− 1p
2

OU
1p
2
< X < 1

⇐⇒ −1 < cos(x) <−
p

2

2
OU

p
2

2
< cos(x) < 1

⇐⇒ ∃k ∈Z ,
3π

4
+2kπ< x < (2k +1)π OU (2k +1)π< x < 5π

4
+2kπ

OU − π

4
+2kπ< x < 2kπ OU 2kπ< x < π

4
+2kπ

Ce qui s’écrit aussi :

f (x) < 0 ⇐⇒ ∃k ∈Z ,−π
4
+kπ< x < kπ OU kπ< x < π

4
+kπ

Conclusion,

S =∪k∈Z
(]

− π

4
+kπ;kπ

[
∪

]
kπ;

π

4
+kπ

[)

3. Signe de f (x), méthode 2.

(a) Montrons que pour tout x ∈R, f (x) =−cos(2x)sin2(x). Soit x ∈R. Par la formule cos(p)−
cos(q) =−2sin

(p +q

2

)
sin

(p −q

2

)
, on a les égalités dans R suivantes :

f (x) = cos2(x)(cos(2x)−1)+ sin2(x)

= cos2(x)

(
−2sin

(
2x +0

2

)
sin

(
2x −0

2

))
+ sin2(x)

=−2cos2(x)sin(x)2 + sin2(x)

=−sin2(x)
(
2cos2(x)−1

)
=−sin2(x)cos(2x) d’après la question 2.a

Conclusion,
∀x ∈R, f (x) =−cos(2x)sin2(x)

7
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(b) Retrouvons le résultat de la question 2.c Soit x ∈R. Par la question précédente,

f (x) < 0 ⇐⇒ −cos(2x)sin2(x) < 0

⇐⇒ cos(2x)sin2(x) > 0

⇐⇒
{

sin(x) ̸= 0
cos(2x) > 0

⇐⇒
{

x ̸≡ 0[π]

∃k ∈Z,−π
2
+2kπ< 2x < π

2
+2kπ

⇐⇒
{

x ̸≡ 0[π]

∃k ∈Z,−π
4
+kπ< x < π

4
+kπ

⇐⇒ ∃k ∈Z,−π
4
+kπ< x < kπ OU kπ< x < π

4
+kπ

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question 2.c

S = ⋃
k∈Z

(]− π

4
+kπ;kπ[∪]kπ;

π

4
+kπ[)

4. Soit x ∈R. Linéarisons l’expression de f (x). On a les égalités dans R suivantes :

f (x) = cos2(x)(cos(2x)−1)+ sin2(x)

= 1+cos(2x)

2
(cos(2x)−1)+ 1−cos(2x)

2

= 1

2

(
cos2(2x)−1+1−cos(2x)

)
= 1

2

(
1+cos(4x)

2
−cos(2x)

)
= cos(4x)−2cos(2x)+1

4
.

Conclusion,

∀x ∈R, f (x) = cos(4x)−2cos(2x)+1

4

Partie 2 : Inégalité de Winkler

On pose :
g : x 7→ sin2(x)+x tan(x)−2x2.

5. Précisons Dg le domaine de définition de g et vérifions que ]0;
π

2

[⊂Dg . La fonction si-

nus et la fonction carrée sont définies sur R tandis que la fonction tangente est définie sur

R\
{ π

2
+kπ

∣∣∣ k ∈Z
}

. Donc par somme, on en déduit que

Dg =R\
{ π

2
+kπ

∣∣∣ k ∈Z
}

En particulier, on a directement

]0;
π

2

[⊂Dg .

6. Calculons la dérivée de g sur ]0;
π

2
[. La fonction g est dérivable sur son domaine de définition

comme somme de fonctions dérivables sur leurs domaines de définition respectifs. Donc g

8
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est dérivable en particulier sur ]0;
π

2
[. De plus, pour tout x ∈]0;

π

2
[,

g ′(x) = 2cos(x)sin(x)+ tan(x)+x
(
1+ tan2(x)

)−4x

= sin(2x)+ tan(x)+x
(
1+ tan2(x)

)−4x

Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′(x) = sin(2x)+ tan(x)+x

(
1+ tan2(x)

)−4x

7. Montrons que∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 2cos(2x)+2tan2(x)−2+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x) . La fonc-

tion g ′ est dérivable sur ]0;
π

2
[ comme somme de fonctions qui le sont donc g est deux fois

dérivable sur ]0;
π

2
[ et par la question précédente, pour tout x ∈]0;

π

2
[, on a

g ′′(x) = 2cos(2x)+1+ tan2(x)+1+ tan2(x)+x
(
2
(
1+ tan2(x)

)
tan(x)

)−4

= 2cos(2x)+ (
1+ tan2(x)

)
(2+2x tan(x))−4

= 2cos(2x)+2+2x tan(x)+2tan2(x)+2x tan3(x)−4

= 2cos(2x)+2tan2(x)−2+2x tan(x)+2x tan3(x)

= 2cos(2x)+2tan2(x)−2+2
(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 2cos(2x)+2tan2(x)−2+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

8. Montrons que ∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 2 f (x)

cos2(x)
+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x) . Soit x ∈]0;

π

2
[. On a

2 f (x)

cos2(x)
+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x) = 2

(
cos2(x)(cos(2x)−1)+ sin2(x)

)
cos2(x)

+2
(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

= 2(cos(2x)−1)+ tan2(x)+2
(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

= 2cos(2x)+2tan2(x)−2+2
(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 2 f (x)

cos2(x)
+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

9. A l’aide de la question 3.a montrons que∀x ∈]0;
π

2

[
, f (x) =−1

4
sin(4x) tan(x) . Soit x ∈]0;

π

2
[.

Par la question 3.a on a
f (x) =−cos(2x)sin2(x)

=−cos(2x)
sin2(x)cos(x)

cos(x)
=−cos(2x) tan(x)sin(x)cos(x)

=−cos(2x) tan(x)
sin(2x)

2

=−1

2
tan(x)sin(2x)cos(2x)

=−1

2
tan(x)

sin(4x)

2

=−1

4
tan(x)sin(4x)

9
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Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2

[
, f (x) =−1

4
sin(4x) tan(x)

10. Montrons que ∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 1

2

(
1+ tan2(x)

)
tan(x)(4x − sin(4x)) . Soit x ∈]0;

π

2
[. Par la

question 8. et la question précédente,

g ′′(x) = 2 f (x)

cos2(x)
+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

= −1
2 sin(4x) tan(x)

cos2(x)
+2

(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

=−1

2
sin(4x) tan(x)

(
1+ tan2(x)

)+2
(
1+ tan2(x)

)
x tan(x)

= 1

2

(
1+ tan2(x)

)
tan(x)(−sin(4x)+4x)

Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) = 1

2

(
1+ tan2(x)

)
tan(x)(4x − sin(4x)).

11. On rappelle que pour tout t ∈R∗
+, sin(t )⩽ t . Montrons que pour tout x ∈]0;

π

2
[, g (x) > 0. Soit

x ∈]0;
π

2
[. En prenant t = 4x > 0, on a sin(4x) < 4x. Donc 4x − sin(4x) > 0. De plus tan(x) > 0

et 1+ tan2(x) > 1 > 0. Donc par la question précédente,

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′′(x) > 0.

Donc la fonction g ′ est strictement croissante sur ]0;
π

2
[ . Or g ′ est définie et même continue

en 0 (par la question 6.) donc g ′ est strictement croissante sur
[

0;
π

2
[ . Donc

∀x ∈]0;
π

2

[
, g ′(x) > g ′(0) = 0.

Donc la fonction g est strictement croissante sur ]0;
π

2
[. Or g est définie et même continue

en 0 . Donc g est strictement croissance sur
[

0;
π

2
[ . Donc

∀x ∈]0;
π

2
[, g (x) > g (0) = 0.

Conclusion,

∀x ∈]0;
π

2
[, g (x) > 0

12. Concluons en démontrant l’inégalité de Winkler : ∀x ∈]0;
π

2

[
,

(
sin(x)

x

)2

+ tan(x)

x
> 2. Soit

x ∈]0;
π

2
[. Par la question précédente,

sin2(x)+x tan(x)−2x2 > 0 ⇐⇒ sin2(x)+x tan(x) > 2x2

⇐⇒ sin2(x)

x2
+ tan(x)

x
> 2 car x2 > 0

Conclusion, on obtient bien l’inégalité de Winkler :

∀x ∈]0;
π

2

[
,

(
sin(x)

x

)2

+ tan(x)

x
> 2.

10
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Problème 3 – On considère l’application complexe suivante :

f : C\{2i } → C

z 7→ 2z − i

z −2i

1. On a les calculs suivants :

f (−2) = 2(−2)− i

(−2)−2i
= −4− i

−2−2i
= 4+ i

2(1+ i )
= (4+ i )(1− i )

2(1+1)
= 4−4i + i +1

4
= 5−3i

4
.

Conclusion,

f (−2) = 5−3i

4

2. (a) C’est reparti. On a les égalités entre complexes suivantes :

f

(−3+ i

2

)
= −3+ i − i

−3+i
2 −2i

= −3
−3−3i

2

= 2

1+ i
= 2(1− i )

2
= 1− i

Conclusion,

f

(−3+ i

2

)
= 1− i

(b) On a les égalités suivantes :

f

(−3+ i

2

)
= 1− i =p

2

(p
2

2
−
p

2

2
i

)
=p

2e−i π4 .

Or
p

2 > 0, conclusion, la forme exponentielle de f

(−3+ i

2

)
est

f

(−3+ i

2

)
=p

2e−i π4

(c) Par la question précédente,(
f

(−3+ i

2

))2021

=p
2

2021
e−i π4 ×2021

=p
2

2020p
2e−i π4 (252×8+5)

= 21010
p

2e−2iπ×252−i 5π
4

= 21010
p

2e−i 5π
4

= 21010
p

2ei 3π
4

= 21010
p

2

(
−
p

2

2
+ i

p
2

2

)
= 21010(−1+ i )

Conclusion, (
f

(−3+ i

2

))2021

= 21010(−1+ i )
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3. Soit z ∈C\{2i }. On a les équivalences suivantes :

f (z) ∈U ⇐⇒ f (z) ∈U
⇐⇒ | f (z)|2 = 1

⇐⇒ f (z) f (z) = 1

⇐⇒ 2z − i

z −2i
z + i

⇐⇒ (2z − i )(2z + i ) = (z −2i )(z +2i ) car z ̸= 2i et donc z +2i ̸= 0

⇐⇒ 4zz +2i z −2i z +1 = zz +2i z −2i z +4

⇐⇒ 3zz = 3

⇐⇒ 3|z|2 = 3

⇐⇒ |z|2 = 1

⇐⇒ z ∈U.

On remarque que 2i ∉ U. Donc il n’est pas nécessaire d’enlever cette valeur de l’ensemble
solution. Conclusion, {

z ∈C\ {2i } | f (z) ∈U
}
=U.

Pour tout z ∈C\{2i }, on pose g (z) = Im( f (z)).

4. Soit z ∈C\{2i }. On a les égalités entre réels suivantes :

Im( f (z)) = f (z)− f (z)

2i
= 1

2i

(
2z − i

z −2i
− 2z + i

z +2i

)
= 1

2i

(2z − i )(z +2i )− (2z + i )(z −2i )

(z −2i )(z +2i )

= 1

2i

2|z|2 +4i z − i z +2−2|z|2 +4i z − i z −2

|z −2i |2

= 1

2i

3i z +3i z

|z −2i |2

= 3

|z −2i |2
z + z

2

= 3Re(z)

|z −2i |2

Conclusion,

∀z ∈C\{2i }, g (z) = 3Re(z)

|z −2i |2
Pour tout z ∈C\{2i }, on pose g (z) = Im( f (z)).

5. Soit z ∈C\{2i }. On a les équivalences suivantes :

f (z) ∈R ⇐⇒ g (z) = Im( f (z)) = 0.

Donc par la question précédente, on a

f (z) ∈R ⇐⇒ 3Re(z)

|z −2i |2 = 0 ⇐⇒ Re(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ iR

Attention, cette fois-ci, on n’oublie pas d’enlever la valeur 2i :{
z ∈C | f (z) ∈R

}
= iR\{2i }.
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6. Soit θ ∈R. On a
θ ∈ A ⇐⇒ 2eiθ ̸= 2i = 2ei π2 ⇐⇒ eiθ ̸= ei π2

Par la pseudo-unicité de la forme polaire, on a

θ ∈ A ⇐⇒ ∀k ∈Z, θ ̸= π

2
+2kπ ⇐⇒ θ ∈R\

{ π
2
+2kπ

∣∣∣ k ∈Z
}

.

Conclusion,

A =R\
{ π

2
+2kπ

∣∣∣ k ∈Z
}

.

7. Soit θ ∈ A et z = 2eiθ.

(a) On a les égalités suivantes :

|z −2i |2 =
∣∣∣2eiθ−2ei π2

∣∣∣2 = 4
∣∣∣eiθ−ei π2

∣∣∣2
.

Par factorisation par l’angle moitié,

|z −2i |2 = 4

∣∣∣∣ei
(
θ
2+π

4

) (
e

i
(
θ
2−π

4

)
−e

i
(
θ
2−π

4

))∣∣∣∣2

= 4

∣∣∣∣ei
(
θ
2+π

4

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣2i sin

(
θ

2
− π

4

)∣∣∣∣2

= 16sin2
(
θ

2
− π

4

)
Conclusion,

|z −2i |2 = 16sin2
(
θ

2
− π

4

)
(b) Par ce qui précède,

g (z) = 3Re(z)

|z −2i |2 = 3Re
(
2eiθ

)
16sin2

(
θ
2 − π

4

) = 6cos(θ)

16sin2
(
θ
2 − π

4

)
Conclusion,

g (z) = 3cos(θ)

8sin2
(
θ
2 − π

4

)
8. On observe que −2 = 2eiπ. Donc en posant θ =π ∈ A dans la question précédente, on trouve

que

g (−2) = 3cos(π)

8sin2
(
π
2 − π

4

) = −3

8sin2
(
π
4

) = −3

8
(p

2
2

)2 =−3

4
.

Or par la question 1. on a f (−2) = 5−3i

4
et par conséquent, on retrouve bien que

g (−2) = Im( f (−2)) =−3

4
.

Conclusion,

g (−2) =−3

4
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9. Soit ω ∈C. Soit z ∈C\{2i }. On a les équivalences suivantes :

f (z) =ω ⇐⇒ 2z − i

z −2i
=ω ⇐⇒ 2z − i =ω(z −2i ) car z ̸= 2i

⇐⇒ 2z − i =ωz −2iω

⇐⇒ 2iω− i = z(ω−2).

Premier cas, si ω= 2, on a
4i − i = 3i = 0

ce qui est impossible. Dans ce cas l’ensemble solution est vide :

S1 =;.

Second cas, ω ̸= 2. Alors,

f (z) =ω ⇐⇒ z = i
2ω−1

ω−2
.

Dans ce cas, on obtient une unique possibilité. Vérifions que cette valeur est bien différente
de 2i :

2i = i
2ω−1

ω−2
⇐⇒ 2ω−4 = 2ω−1 car ω ̸= 2

⇐⇒ −4 =−1 impossible.

Donc i
2ω−1

ω−2
∈C\{2i }. Conclusion dans ce cas, l’ensemble des complexes solutions est

f (z) =ω ⇔ z = i
2ω−1

ω−2
.

10. Par la question précédente, on obtient que tout complexe ω ∈ C\{2} admet un et un seul
antécédent z dans C\{2i } par f . Conclusion,

La fonction f définit une bijection de C\{2i } dans C\{2}.

De plus, toujours par la question précédente, on a

∀ω ∈C\{2}, f −1(ω) = i
2ω−1

ω−2

11. Posons ω= 1+ i . On observe que 1+ i ̸= 2, donc

f −1(1− i ) = i
2−2i −1

1− i −2
= i

1−2i

−1− i
= i

(1−2i )(−1+ i )

2
= i

−1+ i +2i +2

2
= i

1+3i

2
= −3+ i

2
.

Conclusion,

f −1(1+ i ) = −3+ i

2
.

Ce qui est bien cohérent avec la question 2.a car en composant par f , on retrouve que

f ◦ f −1(1− i ) = f

(−3+ i

2

)
⇔ 1− i = f

(−3+ i

2

)
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