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CORRIGE CONCOURS BLANC I

Probleme 1

Partie I
[.1 Soient P,Q deux polynomes de R, [X], A € R. Alors
PAP+Q)= AP+ Q)X - 12+ AP+ Q)'(1)
=APMX - D*+P(1)+ Q)X - D*+Q'(1)
=Ap(P) +¢(Q)

Donc ¢ est linéaire. Ses ensembles de départ et d’arrivée sont identiques, donc
c’est un endomorphisme.

[.2 (a) Soit P e Ry[X]. Alors,

PeKer(p) < PMX?-2P()X+(P(1)+P'(1))=0
— P()=P'(1)=0
<= 1 est racine au moins double de P

Comme P est de degré au plus 2, avoir 1 pour racine au moins double signifie s’écrire
delaforme P=A(X -1)? avec L € R.

D’ol1 Ker(p) = Vect((X—1)?). (X—1)? est non-nul donc| (X — 1)?) est une base de Ker(¢).

(b) Si E estun espace vectoriel de dimension finie 7 et F est un espace vectoriel, alors, pour
tout u € L(E,F), uestderang fini et :

dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(E).

(c) Ry[X] est de dimension 3, donc on peut appliquer le théoréme du rang a ¢.
D’apres la question 1.2.(a), Ker(¢) est de dimension 1, d’ou
dim(S(p)) = dim(R2[X]) — dim(Ker(¢p)) = 2.

(d) D’apres I'expression de ¢, les images des polyndmes par ¢ sont des combinaisons li-
néaires de (X —1)% et 1, donc S(¢)  Vect(1, (X —1)?). (1, (X — 1)?) est libre (polynomes
non-nuls de degrés différents), donc Vect(1, (X — 1)?) est de dimension 2.

Or, S(¢) est aussi de dimension 2, donc| S(¢) = Vect(1, (X —1)2)).

[.3 (a) La colonne déja présente rassemble les coordonnées de ¢(1) dans la base canonique
de RZ[X].
PX)=1x(X-1)>*+1=X>-2X+2.
PXH)=1x(X-1)?+2=X?>-2X+3.

1 2 3
Onen déduitque| A=|-2 -2 -=2|.
1 1 1

(b) En calculant, on obtient

0 1 2 0
A2=[0 -2 -allet|Aa®=]0
0 1 2 0
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(c) Par propriété des matrices d’applications linéaires, A est la matrice de ¢> dans la base

canonique de R,[X], donc | ¢ est 'application nulle.

Comme A et A® ne sont pas la matrice nulle, ¢ et ¢ ne sont pas nulles.
Ainsi, | ¢ est nilpotent d’'indice 3 ‘

[.4 (a) Lafamille B est une famille de 3 polynomes non-nuls de R, [X] et de degrés différents,
donc c’est’ une base de R, [X]. ‘

(b) On calcule que: ¢(U) =0, (V) =U et (W) =V, donc la matrice de ¢ dans la base B
est

(c) On rappelle que P rassemble, colonne par colonne, les coordonnées des vecteurs de 5
dans la base C. On a donc

1 1 -1
P=|-2 0 1.

1 0 O
(d) En utilisant la formule de changement de base du cours, on obtient| T = P LAP.

Partie I1

II.1 Soit y € 3(f). Soit x € E tel que f(x) = y. Alors,
f)=f(f(x))=0car f2 est 'application nulle. Donc y € Ker (f)
D’ou 3(f) cKer(f).

I1.2 E est dimension finie, donc d’apres le théoreme du rang,
dim(Ker(f)) +dim(3(f)) = 3.
D’apreés la question précédente, on a que dim(3(f)) < dim(Ker(f)), donc

dim(Ker(f)) + dim(Ker(f)) > 3,

c’est-a-dire ’ 2dim(Ker(f)) > 3. ‘

I1.3 Dela question précédente, comme la dimension d'un espace vectoriel est un entier, dim(Ker(f))
doit étre supérieure a 2. Mais comme Ker( f) est un sous-espace vectoriel de E qui est dimen-
sion 3, dim(Ker(f)) est inférieur ou égal a 3.

Si c’était 3, alors on aurait Ker(f) = E et ainsi f serait ’application nulle, ce qui est absurde.
Donc ’ dim(Ker(f)) =2 ‘

Le théoréme du rang nous donne alors que ’ dim(S(f)) =1. ‘

I1.4 (a) Lafamille (ej, e,) estlibre. En particulier, e; est donc non-nul.

e3 est un antécédent d’'un vecteur non-nul par f, donc n’est pas dans le noyau de f. On
en déduit que e3 n'est pas une combinaison linéaire de e; et ey, donc’ (e1, ez, e3) est libre. ‘

(b) Comme on connait les images de chacun des vecteurs de 3 par f, on aimmédiatement
que

001
ML(f)(o 0 0).
000
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Partie II1
[II.1 On note k I'indice de nilpotence de f o g. Donc (f o g)k =0. Alors,

(go N =(goflo(goflo---o(gof)
=go(fog)of
:go@of
=0

Donc ’ gofest nilpotent.‘
1.2 (a)

goldg—-fl=g-geof
=Idg+ f+.+ " (f+ P4+ ™
—Tdj— f™

Comme f™ est nulle, on en déduit que ’ go(ldg - f) =1dg. ‘

(b) On déduit que la question précédente que

’ (Idg - f) est inversible (c’est donc un automorphisme) et que son inverse est g.

[II.3 Notons m 'indice de nilpotence de f. On raisonne par I’absurde.
Si Ker(f) = {0g}, alors f est injective, donc bijective (car c’est un endomorphisme).

Ainsi, f™ est inversible d’inverse (f “hm ce qui est absurde car f”" est'application nulle qui
n’est pas bijective.

Partie IV

IV.1 Soit k e N et x € Ni. Alors fk(x) =0g. Comme f estlinéaire, f(0g) = 0g, donc fk“(x) =0gpet
X € Nk+1.

D’out| N © Ng41.

IV.2 (a) D’apresla question IV.1, pour tout k € N, on a Ni € Ni41. On en déduit que dim(Ng) <
dim(Ng41), cC’est-a-dire que ug < Upy.

Donc | u est croissante. |

(b) u est croissante et majorée par n. En effet, pour tout k € N, Nj est un sous-espace
vectoriel de E qui est de dimension n, donc dim(N) < n.

Ainsi| u admet une limite finie. |

(c) u est une suite convergente. Notons ¢ sa limite. Alors, a partir d'un certain, rang, tous

1 1
les termes de la suite doivent étre dans [¢ — 3 + §]' Or, tous les termes de u sont en-

1 1 2
tiers et 'intervalle [¢ — 3 l+ §] est de largeur 3 donc contient au plus un entier j. On

en déduit qu’a partir d'un certain rang, u ne prend plus que la valeur j, elle est donc
stationnaire.

IV.3 D’apres la question précédente, il existe p € N tel que uy, = up41. Or, d’aprésIV.1, Ny © Npy.
Comme on a une inclusion et I'égalité des dimensions, N, = Ny, ;.

IV.4 On va procéder par récurrence sur g € N* pour montrer que Np4q+1 = Npig.
Initialisation : Pour g = 1, on a Ny, = N, par hypothese.
Hérédité : Pour g € N fixé, on suppose que Ny 4+1 = Np4.

3
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On a déja par la question IV.2.(a) que Ny 4+1 € Np+4+2. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit x € ker(fP*7*%). Alors fP*9*1(f(x)) = 0g. Donc f(x) e ker(fPT ") = Ny, g11.

Par hypothese, on a donc f(x) € Ny, c’est-a-dire que fP*9(f(x)) = 0p.

Donc fP*9*1(x) = 0, soit x € Npig+1. D'0U Npi g2 © Npige1 et I'égalité par double inclu-
sion.

Conclusion : Par récurrence, on en déduit que Ny, 4 = N, pour tout g €N

V5 (a) f°=Idg, donc|No={0g}|et|uo=0]

f™ estl'application nulle, donc| N,,, = E |et| u,, = n].

(b) D’apres la question IIL.3, le noyau d’'un endomorphisme nilpotent n’est pas réduit a
{0g}, donc est de dimension au moins 1, c’est-a-dire

(c) Pour p=m,ona f’=f"=0et fP*' =00 f =0. Donc les applications f” et fP*! sont
toutes les deux nulles et N, = Nj41. Ainsi, d’aprés la question IV.4, u est stationnaire a
partir du rang m.

Si elle était stationnaire a partir de k € N, avec k < m, alors, comme m est le plus petit
indice tel que f™ soit I'application nulle, f k nest pas nulle et son noyau n'est pas E
tout entier, c’est-a-dire Ny # E et uy < n. Or u;, = n # uy, donc cela contredit que u est
stationnaire a partir du rang k.

Ainsi,

u est stationnaire a partir du rang m et pas avant. ‘

Comme u,, = n, | elle stationne a la valeur n. \

(d) On en déduit qu’avant le rang m, deux termes consécutifs de u n’ont jamais la méme
valeur. Or, u est une suite d’entiers, donc pour tout k € [0,m — 1], Upm+1 = Up + 1.
Comme 1y = 0, on en déduit facilement par récurrence finie que pour tout k € [0, m],
U 2 k.

En k = m, on obtient que n > m.

Probléeme 2

Partie I

/4
I.1 On effectue le changement de variable x = 5 U d’'ou dx = —du. On obtient alors :

0 s
W, = —f cos”(z— u) dx:f2 sin” (u)dx
z 2 0

2

3 7 7 z
1.2 OnaWO:f dt:Eetwlzf sintdt=[-cost]; =1.
0 0

I.3 SoitneN,ona

3 2
(sin”Jrl t—sin"t)dt = f sin” t(sint—1)dt <0

Wn+1_Wn:f 0

0
/4
puisque pour tout € [0, 5] ,0 <sint < 1,doncsin” ¢(1-sin ¢) < 0. La suite (Wp,) ,en €st donc

décroissante. -
Soit n € N. Comme pour tout € [0, E] ,0 <sint, donc 0 < sin” ¢. Par positivité de I'intégrale,

on a W, > 0. La suite (W) ,cn est décroissante et minorée, elle converge par le théoreme de
la limite monotone.
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.4 Soit n € N. Par I"absurde, supposons que W,, = 0. Comme la fonction ¢ — sin” (¢) est continue
b4 b4
et positive sur [O, 5], on en déduit que la fonction ¢ — sin”(#) est nulle sur [ 0, 5 ] ce qui est

18
absurde (elle vaut 1 en ) ). Ainsi, W,, #0.

n+l1

I.5 Soit n € N. Par intégration par parties, les fonctions ¢ — cost et t — sin”" " ¢ étant de classe

1
C! sur [0,—],ona:
2
s . s
2 4 2
Wi :f sint x sin”*! ¢ = [cos sin" tl¢ —f cost(n+1)(—costsin” t)dt
0 0

:(n+1)fzsin"z‘cos2 talt:(n+1)f2sin”tcoszt(l—sin2 t)dt
0 0
=m+DW,-(n+1)IWn+2

n+1

On en déduit que (n+2) W, = (n+ 1) W), puis que Wj,;» = _—

1.6 Pour neN, Notons J,=(n+1)W,W,,;.0na

Jns1=Jn=m+2)Wy Wy —n+ DWWy =(n+ D)Wy Wy, —(n+ D)W, W41 =0

b8
donc (Wp,) ,en €st constante, de valeur Wy = Wy W, = >

W,,.

1.7 Soit n € N, on a Wy, < Wy41 < I, (car la suite (W),),en est décroissante). Comme W, > 0
(d’apres les questions 2 et 3 ), on en déduit que :
n+2 _ Wi < Wi
- ~X
n+l W, W,

<1

avec la question 4.
Whi1

Le théoreme d’encadrement nous donne alors — ldonc W,, ~ W,4;.
n

n n—+oo

b4 b4
1.8 On sait W, ~ W,, donc J;, ~ nW,f. Or, pour toutneN, J, = > Ainsi, nW,f it Finalement,

P V4 e 1
on en déduit que W, ~ / —. Ainsi, lim W, =0.
n 2n n—+oo

[.9 De larelation de récurrence de la question 4, on obtient, pour p e N :

_2p-1 _(2p-1x2p-3)
W2p_ 2[9 12p—2— (2]9)(2]9—2) Igp_4
:(217—1)(219—3)(2]9—5)1 :...:(Zp—])x(2p—3)x...x1
ep@ep-22p-4 P° CP xCp-2)x-x2 0
_[(219—1)><(2p—3)><---><1]><[(2}9)><(2p_2)><...x2]><z
- (2p) x 2p—2) x -+ x 2]? 2
2p)! = 2p) =n
-— —:—X_
(2rp)? 2 4P(p)* 2
etde méme:
_2p . 2pep-2)
Wap+1 = —2p+ 112,9—1 = 2r+D2p-1 2p-3
_ (219)(219—2)(219—4) _ (2p)x(2p—2)x...xz
T ep+DERp-DERp-3) P T @p+)x@p-Dx--x3

[(2p) x 2p—2) x -+ x 2]?
(Cp+1D)x2p—-1)x---x3] x[2p)x2p—2) x---x 2]
(2”}9!)2 4P (ph?

Tepr) @p+)!
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Partie I1

2
II.1 Lafonction F est une primitive de x— e~ (continue sur R), elle est donc dérivable, et pour
2
xeR,F'(x) =e™* >0.F est donc strictement croissante.

2 2

I1.2 Pour x € [1,400[, on a 1 < x, donc en multipliant par x > 0, x < x“ et —x~ < —x. En appli-

. P . -_— 2 -_—
quant exp, croissante sur R, on en déduit que e * <e X,

I1.3 Soit x € [1, +oo[. Par la relation de Chasles,

1 3 X 5 X 3 X
F(x):f e’! dt+f e’! dt:F(1)+f e’! dtgF(1)+f e ldt
0 1 1 1

=F)+[-e']]=F)+e-e *<F)+e

puisque, par la question précédente, pour tout ¢ € [1, x], e’ < e, donc par croissance de
I'intégrale, i e_tzdt < fx e~!dt. Par suite, F est croissante et majorée (parF(1)+e). Elle
admet donc 1une limite en1 +00.

II.4 Soit f:]-1,+00[— R, u— u—1In(1+ u). f est dérivable sur ] — 1, +oo[ (comme combinaison

estde méme

linéaire de fonctions quile sont), et pour u €]—1,+oo |, f (1) =1 - =
1+u 1+u

signe que u. f est donc décroissante sur | — 1,0 ] et croissante sur [0, +oo[, donc admet un
minimumen 0.

Ona f(0) =0, donc pour tout u €] — 1, +oo|, f (1) = f(0) =0, ce qui montre que In(1 + u) < u.

I1.5 Soit n e N*.
tz
n

2 2
. r .
——. Comme 7n > 0, on en déduit que nln (1 - —) < —t% et comme exp est croissante,
n n

2

A
(a) Pour € [0,v/n[, la question précédente donne (puisque —— €| —1,0
n

tz 2 Ifz " _p2
exp(nln(l——)) <e ' ie. (1——) <e .
n n

Cette derniere inégalité reste vraie lorsque ¢ = v/n, donc par croissance de I'intégrale,

vn 12 " vn 2
f (1——) dtéf e dx.
0 n 0

t
(b) Le changement de variable ¢ = v/ncosu équivaut a u = arccos (—) Il donne dt =
n

. . /A
—+v/'nsinudu et les bornes deviennent — et 0 :

\/ﬁ t2 n 0 2 n % 2 n
f (1__) dt:f (1-cos”u) (—\/ﬁsinu)du:\/ﬁf (sin”u)" sinudu
0 0

n 3
s
2
= \/ﬁf sin?™ udu = vVnwops1
0

Finalement,

v,
VinWapi <f e " dx
0

11.6 Soit neN*.
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12 2 2
(a) Pour r € R, — € R4, et par la question 1,ln(1 + —) < —. Comme -7 < 0, on en déduit
n n n

2

t
que —nln|1+ —) > —t?. Comme exp est croissante on en déduit que :
n
p 12 2\ "
e <exp|-nln[l+—||=|1+— .
n n

(b) On pose le changement de variable r = y/ntan u dans l'intégrale proposée, qui équivaut

t

a u = arctan (7) Ceci transforme dt en v/n(1+ tan? u)du etles bornes en 0 et B =

n
b4

arctan(l) = e On obtient donc:

—-n

V[ g 2 _
f (1+%) dt:f4(1+tan2u) n\/ﬁ(1+tan2u)du
0 0
:\/ﬁf
0

/4
(c) On pose le changement de variable u = ol t pour trouver :

L]

1\t i
( ) du:\/ﬁf cos’’ udu
0

cos? u

avecp=n-1.

B 1_p . x
f cos®? talt:f2 cosz”(g—u) (—du) :fz sin®” udu
0 n

T
2 7B

(d) D’apres la question (b) et par croissance de 'intégrale, on a:

Ve - Ve )" i 2n-2 2 2n-2
f e dté] (1+—) dt:\/ﬁf cos”" tdt:\/ﬁf sin“" “ udu < vVnWa,_»
0 0 n 0 z

/4
puisque sin®""? 1 > 0 sur [O, Z]
I1.7 D’apres les questions 6 . et 7 ., on a pour tout 7 € N*,

Vvn

_ 42
VnWani1 <f e ¥ dx < VnWa,_p
0

T T
Or, d’apreés A.8, ona vnWa,, 1 ~ VnWs, ~ v,/ o dott ViEWs,,41 ~ g donc
n

i3
lim \/ﬁWg,H.l = £
n—+oo 2
b4 T pi3
De méme, vaW,, o ~ vuW,,— ~ £ donc lim vnW,,_, = £ Par passage a la limite
n 4 n 2 n—+oo 2
+00
T
dans I'inégalité, on obtient f e dx= %
0
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Partie III

1.1 Pour neN*, ona
1 1
Unte1—Vp=In((n+1)N+n+1-(n+1In(n+1) - Eln(n+ 1)-In(n!) —n+nln(n) + Eln(n)
3 1
=In(n+1)+1- (n+ E)ln(n+ 1)+ (n+§)ln(n)

=1- n+%)(ln(n+1)—ln(n)):1—(n+%)ln(1+l)

n

1 1 1 1 1 1
=1-14——————+—+o0|l—=|=——+0
2n 3n? 2n 4n? ns 12n2

=1-

; )
3
II1.2 Ainsi v, — V41 ~ 2 donc v, — v,4+1 = 0 a partir d'un certain rang. Par le critere des équi-

n

valents des séries a termes positifs, Z (Vn — vp+1) converge. Ainsi Z (Vn+1 — vy) converge.
La série S = Z (Vn+1 — vy) converge. Or, pour tout n € N, la n-ieme somme partielle vaut
Sn = vp+1 — Vo (somme télescopique), donc on en déduit que (v,) ,en+ CcOnverge.

I11.3 Par continuité d’exponentielle, () ,en+ converge. Il existe donc k € R} tel que n! ~ kv/nn"e™".
1.4 D’apres la question .7, on a pour tout p e N* :
W2p < WZp—l _ 2p+1
T Wape1  Waps 2p

existeetona:

W>
Ainsi par le théoreme des gendarmes, lim
p—too Wap i

%%
lim 2p =1
p—+oo Wapiq
III.5 Ona: o)
p)!
Wap _ 4 (p)? X% 3 (2p+1)n( 2p)! )2
Wope1 22— 2 \22P(p)?

2p+D)!

Ainsi, on a bien :

1 (Zzp(p!)z)Z 2 (22p(p!)2)2

plept ) “T2p+1\ e2py
II1.6 Grace al’équivalent précédent, on en déduit que :
22p (p|)2
- o \/ﬁ
ept P

P
Or p! ~ k\/p (g) , d’ol1 en remplacant dans I’expression :

22r(py2  2Pk%p(8)7 k\/5
2p)! 2p ~ "\ 2
e ez (2)

k
Finalement on obtient que E = /7, soit encore k = V27.
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Partie IV

IV.1 Lelancé d'une piece correspond a une expérience aléatoire a deux issus, pile ou face, avec la
probabilité de succes p (pour pile par exemple). On répéte n fois cette expérience, d’ou une
probabilité pj d’avoir k succes égale a :

n _
pi = (k)pk(l -p)" k.

D’ol dans le cas qui nous intéresse ( p = 1/2 car la piece est équilibrée) :

Cf2n)1 11 @y
Pn=\ 4 |2n2n = an (a2

En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

2
1 Vana (37
Pn~— = .
4" zlm(%)z;@ v nm
Ainsi bi 1
insi, on a bien que p, ~ —.
Vvnm

IV.2 On calcule la somme partielle de cette série pour n e N :

n noo(2k+1\F
I;uk—Zln(zk_l) -n

k=1
Cn+1)" 2n-1"1 31)
=In .—|—n
2n-1)"@2n-3)"1 77711
n
=In (2n+1) )_ln(en)
2n-1)(@2n-3)...1
—In (2n+1)”(2n)(2n—2)...2)
- @n)! x e"
(2n+1)”2"n!)
=In|—
2n)! x e

Or on a avec la formule de Stirling :

@n+1"2"n  @n+1)"2"2mnl N1 (2n+1)”
2n)! x e \/4nn(ze”2)nz" x el 2

- 2n

2n+1

" 1
Comme enfin ( ) = exp (nln(l + 2—)) — ¢'2, on en déduit finalement que Zun
n

converge et que :



