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Exercice 1 -
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u 1 1 1
(@) Onacos(u) = 1——+o(u3)et\/1+u = 1+—u——u2+—u3+0(u3)donc
u—0 2 u—0 2 8 16

—

cos(2x) —V1+4x = 1-2x>+0(x*) -1 +2x-2x*+4x3+ 0(x)

X—

etdonc|cos(2x)—VvV1+4x = —-2x-— ax3 + 0(x3).
X

—

1
(b) Puisquesin(x) = =x——x>+o0(x>),
x—0 6

—2x—4x3+o(x3 1
fx) =, 7 o) =, (—2—4x% + 0(x?)) x
U ox—=x8+0(xd T 1--x?+0(x?)
6 6
1 1 2 2 .
Or = 1+ u+o(u) donc =1+ —x“+o0(x°). On obtient alors

1-uu=0 1—6x2+0(x2)

o a2 2 1, o) _ ., 13, 2
f(x)xio( 2—4x“+o(x ))(1+6x +o0(x ))x—o 2 3x +o(x°).

—

13
Finalement, | f(x) :0 —2— gxz +o(x?).
X

—

(c) La fonction f possede un développement limité a 'ordre 2 en 0 donc a fortiori un
développement limité a I'ordre 0 en 0, qui est f(x) =, -2+ 0(1). Ceci prouve que
X

—

lin}) f(x) = -2 et donc f est prolongeable par continuité en 0. Son prolongement par
X—
continuité est la fonction
~ 1-1
f: [T ;JT[ — R
cos(2x) —v1+4x

X — sin(x)
-2 six=0

Six#0

Le développement limité de f au voisinage de 0 est le méme que celui de f : f(x) =,
X—

13 ~
-2- Exz +0(x?). Comme f a un développement limité & 'ordre 2 en 0, cette fonction
a a fortiori un développement limité a I'ordre 1 en 0, qui est f(x) = -2+0-x+o0(x).
X—

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.
(d) Puisque f est dérivable en 0, son graphe admet une tangente 7 en 0 et une équation
tési d t =-2 ‘est t te hori tale). C +2 =
cartésienne de T es (c’est une tangente horizontale). Comme f(x) o

2

13 ~ 13 ~ 13
—?xz +o(x?),ona f(x)+2 o —gxz. Les fonctions x — f(x) +2 et x — —?x ont
X—

donc méme signe au voisinage de 0, et donc

le graphe de f est en dessous de 7 au voisinage de 0.

(e) Ona:
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y=-2

y=fx)

2. (a) Entant que fonction polynomiale,onal+x*> ~ x*donc|V1+x2 ~ x.
o0

x—+

otk 1 ;
On en déduit que g(x) L xeos (;) et donc xErP g(x) = +oo.
0s (%)
V1+x?
1

h(l)— ucos(u)  cos(u)

\/14_# \/1+u2

(b) Pour tout x€ R**, h(x) = donc pour tout © € R**

u

2

1
Orcos(u) = l—u—+0(u2) et(1+v)_1/2 = 1--v+o(v)donc
u—0 2 v—0 2
1 2 2
h(—) = (l—u—+0(u2)) (l—u—+0(u2))
u) u—o0 2 2

1
et finalement h(—) = 1-u’+ o).
u) u—0

(c) On en déduit que

n 1) 1
(x) v ool T 32 +0 2
1 1
donc|g(x) = x——+o(—). (etdonca=1,b=0etc=1).
X—+00 X X
s PR 1 . _
(d) D’apres ce qui précede, g(x) — x i ¥ et donc xgrpoog(x) —x=0donc

’ le graphe de g posséde une asymptote .A en +oo dont une équation est y = x.

. 1 -
Comme x — g(x) — x a méme signe que x — —— au voisinage de +oo, on peut affirmer
X

que ’ le graphe de g est en dessous de .A au voisinage de +oo.
() Ona:

y=x y:g(x)




