Maths MPSI CORRIGE DEVOIR MAISON 21/01/2026

CORRIGE DEVOIR MAISON 7 I

Exercice 1 -
3
1. Montrons que l'intervalle 5,2 est stable par f:
_ 1 1 2 3 1 5 . 5 L
Soit x € |-,2].0na - < — < -donc - <1+ — < - et puisque - < 2, on en déduit que
2 x 3 2 x 3 3
3 3
fx) e .On amontré que si x appartienta 2 , alors f(x) appartienta X 2|.Comme
3
de plus ug € 5,2 , on peut affirmer que
. . e 3
la suite (u;) ey €St bien définie et a tous ses termes dans 2 2.
. 3 1 2 e .
2. Soit x € 5,2 .Ona f(x)=x© 14+ —=x¢ x“—x—-1=0. Le discriminant de cette équa-
X
, ) , 1+v5 1-V5 _ 1+v5
tion du second degré vaut 5 et ses racines sont 5 et > Seule la racine r = >

appartient a I'intervalle (puisque 2 < V5 < 3), 'autre racine étant négative. Ainsi

1+v5

la fonction f possede un unique point fixe r dans

—,2|,donné par r =

3
3. Lafonction f est dérivable sur |—,2| et pour tout x € 5,2

1
,ona f'(x) = ——; de sorte que
x

1 3 9
If (x)] = Sl x€e|=,2],ona= < x?etdonc — < —. Finalement,
2 4 x2 9

, 4
pour tout x € 2|,onalf (x)|<§.

4

3
4. Tout d’abord, puisque f est continue sur 2|, dérivable sur 5,2 et vérifie | f’(x)l <=

)

)

4
pour tout x € 2|, I'inégalité des accroissements finis assure que f est §—lipschitzienne

3
sur | —,2].
2

4
Pour tout 7 € N, on note H,, la propriété : |u, —r| < (5)"

1 4 4
e Onaug=2doncetre |= 2| donc|uy—r|< E.Comme (5)0: l,onaluy—r| < (5)0 et
Hj est vraie.
» Soit n € N tel que H, est vraie. On a
|Ups1—r1l= |f(un) _f(r)|
4 . 3 3
5 —r car [ est §—hpsch1t21enne sur 5,2 sur [3,2]
4
5 ( ) d’apres Hj,

donc U1 — 1 < ( )" ! et la propriété H,,; est vraie.
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n
Par récurrence, on a montré que |pour tout neN,on a |u, — r| < (5) .

4 4\"
5. Puisque 0 < 3 <1l,ona lim (5) = 0. D’apres I'inégalité montrée a la question précédente,

n—+oo
1+v5
SR

on en déduitque lim |u,—r|=0.Ainsi,|la suite (u#,),en cOnverge vers r =
n—+oo

Exercice 2 -

1. Si f est une fonction de classe C!, alors sa dérivée f’ est continue sur [, b], donc par le théo-

reme des valeurs intermédiaires, pour tout y compris entre [’ (a) et f'(b), |il existe c € [a, b] tel que f'(c) -

2. Par opérations sur des fonctions de classe C!, g est de classe C! sur R*.
Pour tout x réel non-nul, on a

—g(x) —80) = xsin (l)
x-0 X
g(x)—g(0)

. . (1
Comme hn(l)x =0et que sin (— est borné, on a que converge vers 0 lorsque X
xX— X

tend vers 0. Donc g est dérivable en 0 et g’ (0) = 0. Ainsi, g est dérivable sur R.

1 1
Pour tout x € R*, g’(x) = 2xsin (;) —Cos (;)

1 1
Si g était de classe C! en 0, comme lirr(l)xsin (—) =0, on aurait lil’I(l) cos (—) =0.
X— X X— X

1
Or, h: x — cos (—) n'a pas de limite en 0. On peut en effet considérer deux suite u et v
X

définies par u, = Py— et vy pour n € N*. Ces deux suites convergent vers 0, mais
nm

- 2nm+mn
f(up) et f(v,) n'ont pas laméme limite. Donc g n'est pas de classe C! en 0.

3. (a) f est dérivable donc continue sur le segment [a, b]. D’apres le théoréme des bornes
atteintes, f admet un maximum M sur [a, b] et
’il existe c € [a, b] tel que f(c) = M‘
(b) Pour tout x €]a, b], le taux d’accroissement de f entre a et x est :

Jx) - fla)
xX—a
Par hypothese, f est dérivableen aet f "(@) >0, c’est a dire )lcmé M > (0. Or, une
- xX—a

expression ayant une limite strictement positive en un point est strictement positive au
voisinage de ce point.

Donc il existe un voisinage [a—r,a+ r] de a avec r > 0, tel que pour tout x dans [a —

fx) - f(a)
—a

r,a+rlnla,b], >0, c’est a dire que f(x) — f(a) et x—a sont de méme signe.

Remarquons que [a—r1,a+ rlNn]a, bl =la,a+r].

Or, pour tout x €]a,a+r],onax>adonc x—a>0,d ou f(x)- f(a) >0et| f(x)> f(a).

(¢) fla+r)> f(a). Donc an’est pas un point ou f atteint son maximum. Donc

—fb
(d) Pour tout x € [a, b], le taux d’accroissement de f entre x et b est : f(x)—g()
x —
—f(b
Par hypothese, [ est dérivable en b et f'(b) <0, c’est a dire lirrl1) % <0. Or, une
xX— —

expression ayant une limite strictement négative en un point est strictement négative
au voisinage de ce point.
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Donc il existe un voisinage [b—r',b+r'] de b avec r’ > 0, tel que pour tout x dans

f(x) f()

[b—r',b+r'1nla,bl, <0, c’est a dire que f(x) — f(b) et x — b sont de signe

opposé. Remarquons que [b— r'\b+r'1nla,bl=[b-T1,bl.
Or, pour tout x € [b—r1',b[,ona x < bdonc x—b <0, dol f(x)— f(b) >0et f(x)> f(b).
f(b—r")> f(b). Donc b n’est pas un point o1 f atteint son maximum. Donc

(e) Ainsi, f est dérivable sur [a, b], c est un point ou f admet un extremum local et ¢ n’est
pas une extrémité de I'intervalle de définition de f. Donc, par le théoreme reliant les

extrema et la dérivée, | f'(c) =

4. Soit f: [a, b] — R une fonction dérivable. Soit y compris entre f "(a) et f "(b).

e Si f'(a) = y (respectivement f’(b) = y), alors en posant ¢ = a (respectivement ¢ = b), on
a f'(c) = y. On suppose désormais que y # [ (a) et y # f' (D).
l[a,b] — R
x — fx)—-yx"

Alors g est dérivable sur [a, b] et pour tout x € [a, b],

e Si f'(a) > f'(b), on définit la fonction g :

g =fx-

On en déduit donc g'(a) = f'(a) -y et g'(b) = f'(b) -

Alors, comme f’(a) >y > f'(b), ona que f'(a)—y > 0et f'(b)— y < 0. Cest a dire que
g'(a)>0etg'(b)<0.

D’apres les questions 3 4 7, il existe c €]a, b[ tel que g’ (c) = 0, c’est-a-dire tel que f'(c) =

y.

[a,b] — R

* Sif'(a@) < f'(b), on effectue le mé i tapartir delafonction g :
i f (a) < f'(b), oneffectue le méme raisonnement a partir de la fonction g X — yx—fx)

Dans tous les cas, |il existe c € [a, b] tel que f'(c) = y |, donc le théoréme de Darboux est dé-
montré.




