Maths MPSI EXOS COLLES du 30/03/2026 au 03/04/2026

COLLES — SEMAINE 22 |

Exercice 1 (Cours) — Rappeler les trois propriétés vues en classe sur la norme infinie et les démon-
trer.

Exercice 2 (Cours) - Donner I’énoncé et la preuve du théoréme sur les intégrales nulles des fonc-
tions de signe constant.

. . *oelde
Exercice 3 (Cours) - On considere ¢ : x — définie sur R. Montrer que ¢ est de classe
-x V1+ 12

C! et donner I'expression de sa dérivée.
Exercice 4 (Cours) - Enoncé et preuve de la formule de Taylor avec reste intégral.
Exercice 5 (Cours) - Enoncé et preuve de I'inégalité de Taylor-Lagrange.
Exercice 6 — Pour tout n € N, on définit
R —- R
ZE x - foxt”e_tdt :

Calculer, pour tout x € R, fo(x).
En déduire lim fy(x).
X—+00

Déterminer les variations de f,. En déduire qu’elle admet une limite Z,, en +oo.

- W b

Pour tout x € R, établir une relation de récurrence entre f,(x) et f,,+1(x). (On pourra faire
une IPP).

5. Montrer que pour tout neN, ¢, = n!.

Exercice 7 — On définit
R*

fx ln(t)
x —
1+ t2

1
. ATaide d'un changement de variable u = p montrer que pour tout x € R, F(x) = F(1/x)

1. Déterminer le signe de F sur R.

[\

3. Enintégrant par parties, exprimer F al’aide de
R+ - [R
) 0 — 1
§: Arctan(x)
X#A0 —» ——
X
4. Déterminer un équivalent de Arctan en 0.

5. En déduire que F peut étre prolongée par continuité en 0

Exercice 8 — On définit sur R, la fonction f: x — In(1 + x).

1. Quelle est la classe de dérivabilité de f?
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2. Montrer que pour tout n € N*, la dérivée n-ieme de f est

D" (-1
1+x"

f . x

3. ATl'aide d'une formule de Taylor, en déduire que

+00 (—l)k

)3

=1In(2).
i k+1 n2)

Exercice 9- Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que f posséde une unique primitive
F telle que

1
f F()dr=0.
0

|
Exercice 10 - Soit f:[0,1] — R une fonction continue vérifiant f f= 2
0
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 11 - Soit f : [0,77] — R une fonction continue.
b/
1. Montrer que si f f(t)sin(#)dt =0, alors il existe a €]0, [ tel que f s’annule en a.
0

2. En supposant que f ne s’annule pas ailleurs qu’en a sur ]0, [, donner les quatre tableau de
signes possibles de f sur [0, 7].

3. Montrer que si
T T
f f (1) sin(¥) dt:O:f f () cos(t)dt,
0 0
alors f s’annule au moins deux fois sur ]0, 7[.

T
On pourra raisonner par I'absurde et étudier f f(t)sin(t — a)dt.
0

Exercice 12 - Soit f:[0,1] — R une fonction continue.

X
f(x) dx
+

nx

1
Déterminer la limite de la suite de terme général f ]
0

e
Exercice 13 - Pour n € N on pose [, = f (In(z))" dt.
1

Calculer Iy et I.
Etablir une relation entre I,, et I,,41.

En déduire que pourtout neN, 0 < I, < L
n
Déterminer la limite de I, puis al'aide de la question 2, donner un équivalent de I,,.

A

Soit u une suite réelle définie par up = a € R et pour tout n € N,
Upr1=e—(n+1Duy.

On suppose que a # Iy.
Montrer, en étudiant D, = |u, — I,| que |u,| tend Vers +00.

2
Exercice 14 - Pour tout entier naturel p, on pose I, = f (cos(®)” do.
0
1. Calculer Iy et I.
%
2. Montrer que pour tout peN, I, = f (sin(v))? dv.
0

p+1

3. Montrer que pour tout p e N, I42 = p— Ip.

+2
4. En déduire la valeur de I, pour tout p € N.



