Maths MPSI EXOS COLLES du 09/02/2026 au 13/02/2026

COLLES — SEMAINE 17 I

A
Exercice 1 (Question de cours) — Démontrer le résultat suivant : Soit R = — € K(X). Il existe un

unique polynéme E € K[X] et une unique fraction rationnelle Q € K(X) pour lesquels: R = E+ Q
et deg(Q) < 0. Le polynéme E est appelé la partie entiere de R et n’est autre que le quotient de la
division euclidienne de A par B.

1
Exercice 2 (Question de cours) — Démontrer le résultat suivant : Pour tout n € N* : X7 1"
1 Z w
n wel, X-w

Exercice 3 (Question de cours) - Pour tout n € N*, a pour décomposition en éléments

X2n—1
simples sur R :
1 1 1 1 7] Xcosk—:—
= —_ + —_ .
Xn—1 2n(X-1) 2n(X+1) n;5X2-2XcosiZ +1

Exercice 4 (Question de cours) - Développement asymptotique de la série harmonique : énoncé
et démonstration.

Exercice 5 (Question de cours) — Démontrer le résultat suivant : Soit f € C1([0,1],R). Alors,

1
f t"f(ndt = &+0(l).
0 n—+oco n

+ n
Exercice 6 — Déterminer la décomposition en éléments simples de

—12x
x6—14x*+49x2-36"

fix—
En déduire une primitive de f sur]0, 1[.
Exercice 7 - Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle suivante :

Xt+1
(X+12(X%2+1)

5x%+21x+22
_— X
(x—1)(x+3)?
1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

Exercice 8 — Soit f(x) = el 1,+o0l.

5X%+21X +22
(X-1)(X +3)?

en éléments simples.

2. En déduire la primitive de f sur]1,+oo[ qui s'annule en 2 .
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Exercice 9 - Quels sont les équivalents corrects parmi les propositions suivantes?

1. n~ion+1 4. exp(n) ~4o0 exp(n+107°)
2. NP~ o+ 5. exp(n) ~+o0 €Xp(2n)
3. In(n) ~+00In(10°n) 6. In(n) ~1o0 In(n+1).

Exercice 10 - Trouver un équivalent le plus simple possible aux suites suivantes :

11 - VT2

1. up= -— 3wy =

n-1 n+l - Wn Inn—2n2
. 1

2. Vn=vVn+ -vn-1 4. Z”:SIH(m'
Exercice 11 - Déterminer un équivalent le plus simple possible des fonctions suivantes :

1. x+1+Inxen0eten +oo 5 sinxln (1 + x?) en 0

2. cos(sinx) en 0 ' xtanx

3. (1-x*)en1 7. In(sinx) en 0

4. In(x) en 1 1

5. cosh(yv/x) en +oo 8. In|1+ F) en 0 en en +oo
Exercice 12 -

1. Démontrer que

In(1 + x) + x% ~g x et x* + x> ~g x°.

. In(Q+x)+x?
En déduire lim — 3
x—0* X“+ X

2. Démontrer que

sin(2x) ~gp 2x et tan(3x) ~p 3x.

sin(2x)

En déduire lim )
x—0* tan(3x)

Exercice 13 - En utilisant (éventuellement) des équivalents, déterminer les limites suivantes :

. (I—-cosx)(1+2x) Vi+1l
L. lim CR 6. lim vV4x+1In[1-

x—0 Xc—X X—+00 xX+2

vVx+3

2. Iimx@+x)—=——=

x—0 Vxsin(y/x) . 1 1

) 7. lim exp|—|—exp
In(1 + sin x) X—+00 x? (x+1)2

3. lim ——

x—0 tan(6x) .
o g (s’ 8. tim (=)

im ——= ) i
. - 2 x—0\sSIn x

x—m/2 (%_x)

. In(cosx) . (I—cosx)arctanx
5. lim ————— 9. lim

x~01-cos2x x=0 Xtanx

Exercice 14 - Montrer que

Ykl ~io0 1l
k=1



