Maths MPSI EXOS COLLES du 02/02/2026 au 06/02/2026

COLLES — SEMAINE 16 I

Exercice 1 (Question de cours) - Démontrer le résultat suivant : Soit P € K[X] et a € K. Alors a est
une racine de P ssi le polynéme X — a divise P

Exercice 2 (Question de cours) - Démontrer le résultat suivant : Le polynéme non constant X°> —
2X +5 est scindé sur C d’aprées le théoreme de d’Alembert-Gauss - mais pas forcément sur R -
et nous pouvons noter X, y et z ses trois racines complexes comptées avec multiplicité. L'unique
polynéme unitaire de degré 3 dont les racines sont x°, y* et z° est alors le polynéme X° —4X? +
4X —25.

Exercice 3 (Question de cours) — Démontrer le résultat suivant : Soient xy,..., x; € K DISTINCTS
n

et y1,..., ¥n € K quelconques. Le polynéme Z yiL; est alors le seul et unique polynoéme P € K[X]
i=1
DE DEGRE INFERIEUR OU EGAL A n — 1 pour lequel P (x;) = y; pour tout i € [1, n].

Exercice 4 (Question de cours) - Démontrer le résultat suivant : Les polyndmes P pour lesquels
n
P (x;) = y; pour tout i € [1, n] sont exactement tous les polynémes de la forme Y +Q H (X —xx),Q

k=1
décrivant K[X].

Exercice 5 — Soient a et b des réels. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour
que X? +2 divise X* + X3 + aX? + bX +2.

Exercice 6 — Montrer qu'’il existe un unique polyndme unitaire P € R4[X] tel que
P(0)=P1)=P'(1)=0, P'(0)=2.

Exercice 7 - Décomposer en produit de polyndmes irréductibles dans R[X] le polynome X° + X°®+
X3 +1.
Exercice 8 — Calculer, pour n > 2 les restes de la division euclidienne de (X — 3y (X-2)"-2 par
o (X-2)(X-3).
o (X-2)%

Exercice 9 — Soit n € N*. On cherche tous les polyndmes non-nuls vérifiant la relation
X+D"PX)=X"P(X+1).

1. On suppose que 'on a trouvé un polynome non-nul vérifiant cette relation.

(a) Montrer que 0 est une racine de P.

(b) Soit a une racine complexe non-nulle de P. Montrer que a + 1 et a — 1 sont des racines
de P. Aboutir a une contradiction.

(c) En déduire la forme des polyndmes solutions.

2. Conclure.
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Exercice 10 - Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que
P(X*)+P(X)P(X+1)=0.

1. Montrer que si a est racine de P alors a® I'est aussi

2. En déduire que a = 0 ou bien a est racine de I'unité.

Exercice 11 (Polynomes de Laguerre) — Pour n € N on définit L, : R — R par
n

L =e*
nx)=e dx

(e *x™

Observer que L, est une fonction polynomiale dont on déterminera le degré et le coefficient do-
minant.

Exercice 12 — On appelle polynéme réciproque un polynome dont la suite des coefficients est
n

symétrique. Autrement dit, P = Z aiX k avec an # 0 est réciproque si et seulement si Vk € [[0, n]],
ar = AdAp—f- k=0
1. Démontrer qu'un polyndme de degré n est réciproque si et seulement si pour tout x € K",
P(x)=x"P (l)
x
2. Démontrer que le produit de deux polyndmes réciproques est un polynéme réciproque.
3. On suppose que P = (1+ X)Q.
(a) Démontrer que si P est un polyndéme réciproque alors Q 'est aussi.
(b) Démontrer qu'un polyndme réciproque de degré impair admet —1 comme racine.

1
(c) Montrer que si a est racine d’'un polynéme réciproque, alors a # 0 et — est racine de P.
a



