Maths MPSI EXOS COLLES du 26/01/2026 au 30/01/2026

COLLES — SEMAINE 15 I

Exercice 1 (Question de cours) - Preuve du théoréme d’Euclide (infinité des nombres premiers).

Exercice 2 (Question de cours) - Démontrer que anb =[] pmin{vp(@, vy b}

peP
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Exercice 3 (Question de cours) - Montrer que Vn € N, ( ) = Z (k) (formule de Vander-
n k=0
monde).
n!
Exercice 4 (Question de cours) - Montrer que pour tout ¢ € [0, n], xMO =~ __xn¢

(n-20)!
Exercice 5 (Question de cours) — Enoncé et preuve de la formule de Taylor.
Exercice 6 — Déterminer le pgcd et les coefficients de I'égalité de Bézout des entiers a et b suivants :
1. a=33etbh=24

2. a=37etb=27
3. a=270et b=105

Exercice 7 -

1. Déterminer, suivant les puissances de n € N, le reste de la division euclidienne de 2" par 5.
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2. Quel est le reste de la division euclidienne de 135 par 5.

Exercice 8 - Démontrer que 13 divise 312 + 5126

Exercice 9 — Montrer que pour tout entier n € N*, n+ 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux.

En déduire que
2n
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Exercice 10 - Soient a et b deux entiers premiers entre eux, non nuls. Notre but est de déterminer
tous les couples (u; v) € Z? tels que au+ bv =1.

1. Justifier 'existence d’au moins un couple solution (ug; v).
2. Montrer que tout autre solution est de la forme (1o + kb; vy — ka) avec k € Z.

3. Conclure.
Exercice 11 — Soit n € N. Montrer que :
VneQ < ImeN, n=m?
En déduire que v2 ¢ Q et V3¢ Q.
Exercice 12 - Résoudre dans R[X] I'’équation P? =4p.
Exercice 13 - Résoudre dans R[X] I'’équation Po P = P.
Exercice 14 — Trouver tous les P € R[X] tels que P(X?) = (X? + 1) P(X).

Exercice 15 - Trouver tous les P € R[X] tels que (P)? = 4P.
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Exercice 16 — Trouver tous les P € R[X] tels que (X? +1)P" —6P =0.

Exercice 17 — Montrer les divisibilités suivantes et déterminer les quotients correspondant :
1 X—1]X*-2X*+3X-2
2. X-2|X>-3X*+3X-2
3. X+1]X°+3X*-2.

Exercice 18 (Polynomes de Tchebychev (1821 —1894))) -
Soit n € N. On pose f; :[-1;1] — R 'application définie par

fn(x) = cos(narccos x)

1. Calculer fy, fi, f2 et fs.

2. Exprimer f,+1(x) + f,—1(x) en fonction de f;,(x).

3. Etablir qu'il existe un unique polynéme T, de R[X] dont la fonction polynomiale associée
coincide avec f}, sur [-1;1].

4. Donner le degré de T}, ainsi que son coefficient dominant.

5. Observer que T, possede exactement 7 racines distinctes, que I'on exprimera, toutes dans
1-1;11.

Exercice 19 (Polyndmes d’interpolation de Lagrange (1736-1813)) —

Soit (ag, a;,...,a;) une famille d’éléments de IK deux a deux distincts. Pour tout i € {0,1,...,n} on
pose

_ Ho<j<n,jzi (X —aj)

" Tlo<j<njri (@i —aj)’

L;

1. Observer que, pourtout j €{0,1,...,n},onaL;(a;) =5; j (0ud;,; estle symbole de Kronecker
(1823-1891) qui est égal a 1 lorsque i = j et 0 sinon).

2. Montrer que

n
VP eK,[X],P(X) =) P(a;)Li(X)
i=0
Exercice 20 (Polynomes de Laguerre) — Pour n € N on définit L, : R — R par
dn
_ X —X,.n

L,(x)=¢e @(e x")
Observer que L, est une fonction polynomiale dont on déterminera le degré et le coefficient do-
minant.
Exercice 21 — On appelle polynéme réciproque un polynome dont la suite des coefficients est

n

symétrique. Autrement dit, P = Z aiX k avec an # 0 est réciproque si et seulement si Vk € [[0, n]],
k=0
ai = Adp—f-
1. Démontrer qu'un polynome de degré n est réciproque si et seulement si pour tout x € K*,
1
P(x)=x"P (—)
X
2. Démontrer que le produit de deux polyndémes réciproques est un polyndéme réciproque.
3. On suppose que P = (1+ X)Q.
(a) Démontrer que si P est un polyndéme réciproque alors Q 'est aussi.
(b) Démontrer qu'un polyndéme réciproque de degré impair admet —1 comme racine.

1
(c) Montrer que si a est racine d'un polynéme réciproque, alors a # 0 et — est racine de P.
a



