Maths MPSI EXOS COLLES du 19/01/2026 au 23/01/2026

COLLES — SEMAINE 14 I

Exercice 1 (Question de cours) — Montrer que la relation de congruence modulo 7 est une relation
d’équivalence sur Z.

Exercice 2 (Question de cours) - Enoncer et démontrer le théoréme de la division euclidienne
dans N.

Exercice 3 (Question de cours) — Soient x, y, z € Z trois entiers solutions de 1'équation de Fermat
x% + y® = z°. Montrer que I'un des entiers x, y ou z est divisible par 3 .

265362

Exercice 4 (Question de cours) — Calculer le reste de la division euclidienne de par 7.

Exercice 5 - On considere les matrices

3 10 00 -1 1 0 1
A=|-2 0 0], N=|0 0 2|, P=|-1 0 -2|,
0 01 00 O 0 1 O

eton pose A=A+ N.
1. Calculer N* pour tout entier k supérieur ou égal a 2.
2. (a) Montrer que la matrice P est inversible et déterminer P!,
(b) Montrer que D = P~ AP est une matrice diagonale.
(c) Montrer que pour tout n €N, A" = PD" P! et expliciter A”.
3. Donner une expression de A” pour tout n > 1.

4. On considere les suites définies par xo = yo =29 =1 et

Xpy1 = 3Xpt¥Yn—2n
Yn+l = —2xp+2z,
Zn+l = Zp

Xn+1
(a) Exprimer | yu+1 | comme un produit matriciel.

Zn+1
(b) En déduire une expression des termes généraux des trois suites.

-1 -2
Exercice 6 — On consideére la matrice A = ( 3 4 )

1. Calculer A>—3A. En déduire que A est inversible et déterminer A™'.
2. Montrer que pour tout 7z € N, il existe a, et b, tels que A" = a, A+ b, I.

3. Montrer que la suite (a, + by,) nen €st constante. En déduire A” en fonction de n.
1 2
Exercice 7- On pose A = (2 3). Résoudre I'équation AX — XA =0 d’'inconnue X € M5 (R).

Exercice 8 — Pour a € R. On pose

1 a a* a°
A=|0 1 2a 3a®

0 0 1 3a

0O 0 O 1

La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.
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Exercice 9 — Soient a et b des réels. On pose

a b b
M(a,b)=|b a b]|.
b b a

1. Calculer M(a, b). ' écrire comme une combinaison linéaire des matrices M(a, b) et Is.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que M(a, b) soit inversible. Dans ce
cas, calculer son inverse.

Exercice 10 - On définit ’ensemble de matrices suivant :

1 0 O
G={|-x* 1 x||xeRr
-2x 0 1

Montrer que I3 € G.
Montrer que G < GL3(R).
Montrer que si A et B sont dans G, alors A x B aussi.

Montrer que si A € G, alors A teG.

S N

Qu’a-t-on démontré?

Exercice 11 — Trouver les matrices A € M5 (R) vérifiant A% = L.
Trouver les matrices B € M (R) vérifiant B? =B.

Exercice 12 - On pose

110
A=|0 1 1|, B=A-1I4
00 1

n

1
1
0
Calculer B" pour tout n € N, et en déduire A

Exercice 13 — On définit trois suites réelles (ay) nen, (bn) nen, (€n) nen telles que

an1 = 3an +by
ap=1, b0:2,00:7, VnelN, bn+1 = 3bn +Cp
Ch+1 = 3cn

On souhaite exprimer ay,, b, et ¢, en fonction de n.
an
1. Pour tout n € N, on définit le vecteur colonne X,, = | b, |.
Cn
Trouver une matrice A telle que pour tout n €N, X, = AX,.
2. En déduire que pour tout n €N, X, = A" Xj.

010
3. Soit N=[0 0 1].Calculer N” pour tout p € N.
0 0O

4. Montrer que pour tout n € N,
nn-1
A" =3"I3+3" 1N + 3”_2¥N2.
5. En déduire les expressions a;, b, et c¢;,, en fonction de n.

2
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Exercice 14 -
1. On note, pour tout a € R} et t € R,
_ [ ach(r) —ash(r)
M(a, 1) = —ash(t) ach(t) |’
G={M(a,t)|acR}, teR}.
Montrer que G < GL, (R).
. Montrer que I, € G.
. Montrer que si A et B sont dans G, alors A x B aussi.

2
3
4. Montrer quesi A€ G, alors A € G.
5

. Qu’a-t-on démontré?
Exercice 15 - Soit x un nombre réel et N(x) la matrice définie par

1 0 0
N(x)=|0 cos(x) -sin(x)].
0 sin(x) cos(x)

1. Démontrer que pour tout entier k > 1,ona N (0¥ = N(kx).
2. Soit n > 1. Déterminer les réels x pour lesquels N(x)" = N(x)T.
. 3 -2
Exercice 16 — On pose A = 5 _al
1. Déterminer deux réels x et y tels que A% + xA+ yI, = 0,.

2. Montrer par récurrence qu'il existe deux suites (a ) et (,) de nombres réels telles que

On donnera la relation qui permet de calculer a4 et 8,41 a partir de a, et ;.

3. Démontrer que VneN, a2 + a1 —2a, = 0 et en déduire I'expression de a, en fonction
de n uniquement.

4. En déduire la valeur de A" pour tout n € N.

1 0 1 1 0 -1
Exercice 17— Soit A=|0 2 O|etB=|0 0 O
1 01 -1 0 1

1. Calculer AB et BA. Calculer A" et B" pour tout n € N. En déduire (AA + uB)" pour tout

A, u,n)e R? x N.

a 0 b
2. Exprimer M=|0 a+b 0|comme combinaison linéaire de A et B puis calculer M" pour
b 0 a
tout n € N.
0 x X
Exercice 18 - SoitxeR* et A=|1/x 0 x
1/x* 1/x 0

1. Montrer qu’il existe deux réels A et u tels que (A—AI3)(A—pul3) =0.

2. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

3
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3. Montrer que pour tout n € N, il existe a, et 3, entiers tels que
A" =a, A+ Buls.
4. On définit, pour tout n € N,
Up=an—Pn, Un=2an+ Pn.

Montrer que ces deux suites sont géométriques. En déduire les termes généraux de u et v.

5. Expliciter les termes généraux des suites a et § et en déduire la matrice A" pour tout n € N.
.2
Exercice 19 - Pour n € N*, on note w = el et on définit la matrice
A=@" )¢ jen.

On note A la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de A.
Calculer AA et conclure sur l'inversibilité de A.



