Maths MPSI EXOS COLLES du 12/01/2026 au 16/01/2026

COLLES — SEMAINE 13 I

Exercice 1 (Question de cours) — Preuve du théoreme de la limite de la dérivée.
Exercice 2 (Question de cours) — Preuve de I'inégalité de Jensen.
Exercice 3 (Question de cours) - Montrer que pour tout n € N* et pour tout x1,...,x, >0,0na:

n
(T o< ZXk

k 1 xk k=1

1
Exercice 4 - On considere la fonction f définie pour x > 0 par: f(x) = 11 On considere aussi
la suite (1) ,,>¢ définie par uy =1 et u,1 = f (uy).

1. Montrer que I'’équation x*>+x—1 = 0 a une seule solution dans l'intervalle 10,11, que 'on
notera r,. Préciser la valeur de r».

1
2. Montrer que si x est un réel de l'intervalle 2 1|, alors f(x) appartient aussi a l'intervalle
[ 1
=, 1.
2
P 1

3. En déduire que:VneN, u, € > 1].

. 4
4. Démontrer que : Vx € ] |f (0] < <3
5. Démontrer que: VneN,|u,+1 — 2| < = |u, —ral.

RIS

6. Endéduire que: VneN: |u, —r| < (§)n
7. En déduire que (u,) ,en converge et donner sa limite.
Exercice 5 - On considere f: R — R I'application définie, pour tout x € R, par :
f=x*+De™*

1. Dresser le tableau de variations complet de f sur R.
2. Montrer que I'’équation f(x) = x admet une unique solution sur RR. On notera « cette solu-

1
tion et on montrera plus précisément que a i n[é, 1].
1
3. Montrer que 'intervalle [5, 1] est stable par f.

1
4. Montrer que pour tout x € [5, 1], If’(x)l <=

On considere la suite (1) ,en définie par son premier terme 1y = 1 et la relation valable pour tout
entier naturel n: u,+1 = f (uy).

5. Montrer que pour tout entier naturel 7,

Uy €

2
-1
2



Maths MPSI EXOS COLLES du 12/01/2026 au 16/01/2026

6. Montrer que pour tout entier naturel 7,
1
[Upe1 —al < Zlun_al

puis en déduire que
1 n
VneN, Iun—alé(z) luo — al
7. En déduire que (u,,) converge et donner sa limite.

Exercice 6 — Soit f : R — R dérivable. On suppose que f’ ne s’annule pas. Montrer que [ ne peut
étre périodique.

Exercice 7 - Soit a >0 et f : [0; al — R une fonction dérivable telle que
f0)=f(a)=0et f'(0) =

1. Montrer que la dérivée de x — f(x)/x s’annule sur ]0; al.

2. En déduire qu'’il existe un point autre que l'origine en lequel la tangente a f passe par |'ori-
gine.

Exercice 8 — Soit f : I — R dérivable. Montrer que f estlipschitzienne si, et seulement si, sa dérivée
est bornée.

Exercice 9 — En utilisant I'égalité des accroissements finis, déterminer :

lim ((x+ l)eﬁ - xei)

X—+00

Exercice 10 -

1. Montrer que f : x — In(In(x)) est concave sur ]1, +ool.

a+b) >+Vina-Inb.

2. En déduire que Va, b > l,ln(

Exercice 11 - Soit n > 2.
1. Etudier la convexité de la fonction f définie sur [—1;+oo [par f(x) = (1 + x)"

2. En déduire que, pour tout x > —1,(1+ x)" > 1+ nx.

Exercice 12 -

1. Etudier la convexité/concavité de x — ~ sur R.

+e
2. En déduire que pour tous xi,...,X, > 1,0na

zi: n

1+x;C 1+ %1 xp




