Maths MPSI EXOS COLLES du 05/01/2026 au 09/01/2026

COLLES — SEMAINE 12 |

Exercice 1 (Question de cours) — Unicité de la limite d'une fonction f en un point a € R.

Exercice 2 (Question de cours) — Théoreme de la limite monotone : montrer que si f est une
fonction croissante et majorée, définie sur un intervalle |a, b[, alors f admet une limite finie a
gauche en b.

Exercice 3 (Question de cours) - Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes.

Exercice 4 (Question de cours) — Enoncer et démontrer les formules de dérivation du produit et
du quotient de fonctions dérivables en un point a € I, ou I est un intervalle de R.

Exercice 5 (Question de cours) - Montrer que si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a)
alors go f est dérivable en a et

(go )@= f(a)g'(f(a).
Exercice 6 (Question de cours) — Enoncer et démontrer le théoréeme de Rolle.
Exercice 7 (Question de cours) — Enoncer et démontrer I'égalité des accroissements finis.
Exercice 8 - Déterminer les limites suivantes :

h in(3
sh(x) quand x — 0. SIn(3x)

- quand x — 0.
sin(x)

Exercice 9 — Déterminer les limites suivantes :

sh(x)
\/ x+v/x—+v/x quand x — +oo. heo

quand x — +oo et quand x — —oo

Exercice 10 - Etudier les limites suivantes :

V2-x2-1 1

T quand x — 1. sin (—) e quand x — +oo0.
n(x X

Exercice 11 - On considere la fonction g définie sur R par

six¢{-1,0,1}
g(x) =1 Inlx|

0 six=-1,0,1
En quels points g est-elle continue ?
x*In(x) six>0
Exercice 12 - Soit f:x— 0 six=0.
e’ -1 six<0
Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.

X

. ) six<0
Exercice 13- Soit f: x— Vx2+1
ZIn(x) six>0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.
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Exercice 14 - Soit f la fonction définie sur R\{—1} par

fx) =

xB+1
Démontrer qu'on peut prolonger f par continuité en -1 . Préciser la valeur prise en -1 par ce pro-
longement.

Exercice 15— Soit I un intervalle, k >0 et f: [ — R vérifiant :

V(x,y) € %1 f(x) = fF()] < klx—yl.

Démontrer que f est continue sur /.

Exercice 16 — Soit f : R — R la fonction définie par

_J1 sixe@
f(x)_{o six¢Q.

Montrer que f est discontinue en tout point.
R - R
Exercice 17 - Soit [ : .
I = P+ @lx+ D= Lx)
1. Montrer que f est continue sur R.
2. Montrer que f est paire.

3. Montrer que le graphe de f est une ligne polygonale inscrite dans une parabole et le tracer.
Exercice 18 - Soient f : R — Rbornée et g: R — R continue. Montrer que fog et go f sont bornées.

- R
— P+
Pour tout n € N, montrer que h est dérivable n-fois et calculer sa dérivée n-ieme.

R
Exercice 19- On pose h: .

Exercice 20 — Soit n € N* Calculer de deux facons différentes la dérivée n-ieme de x — x*". En

2
déduire une expression de Z E
k=0

Exercice 21 - Soit P une fonction polynomiale.
Montrer que I'équation P(x) = e* n’a qu'un nombre fini de solutions sur R.



