ECG1, Mathématiques Interrogation n° 7 4 novembre 2025

Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

1. Donner la valeur de Z k2.

k=1
n n
2. Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z ¢~ et Z q~.
k=0 k=1
Soit (un)nen Une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wuy, donner I'expression de w,, en fonction de n.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs « La fonction f admet un minimum sur I ».

Combien y a-t-il d’entiers dans I'intervalle [m;n] pour m <n?

o o kW

Quelle égalité relie n! et (n 4+ 1)! pour n € N7
7. Donner |'expression (avec les factorielles) de <n> pour tout p € Net n € N.
p

8. Enoncer la formule du binéme de Newton.

9. Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,;. Comment définit-on la composée de f par g7 (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).

10. (a) Quel est le domaine de définition de la fonction logarithme népérien 7
(b) Tracer sa courbe représentative ?

11. Compléter les assertions suivantes :
e Va e R:, Vb e R, In(ab) = ...
1
° VaGR*,ln(—) =...
a
. VaeR*,VbeR*,ln(%) _
e VacR}, VneZ In(a")=...
e Va e Ry, In(va)=...
12. Soit o € R, comment définit-on ™ ? Pour quels x ?
13. Compléter : Vo € R, V22 = .. ..
14. (a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente ?
b) Quelle est I'expression de sa dérivée 7

c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente 7

—_~ o~~~

d) Quelle est I'expression de sa dérivée ?
15. Soit z € R, comment définit-on |z] 7

16. Soit une fonction f dérivable en a € R. Donner |'expression de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a.

17. Soit A = (Z Z) € M3(R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible 7 Le cas échéant, donner son inverse.
Exercice 2
Développer I'expression suivante a I'aide du binédme de Newton : (24 z)°.
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Exercice 3

Simplifier les deux expressions suivantes :

A=In((Gz— 1))~ In (3“’2 1) (/3 1)~ <W)

e”“'2+1 « (625;)2

b= eln(z)—z2+4 « o
Exercice 4
25 6
Résoudre dans R I'inéquation suivante : _rmor b <0.
xz(e®* — 1)(z — 2)
Exercice 5

Déterminer la valeur des sommes suivantes :
n

1. S, = (6k—4)

k=0
n 32k
2 Tu=) 37
k=0
Exercice 6
1 0 2
On considére la matrice A= |0 -1 1
1 -2 0

1. Calculer A% — A.

2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, expliciter son inverse.

Exercice 7

Soit trois matrices A, P et D telles que la matrice P soit inversible et telle que A = PDP~1.
Montrer que pour tout n € N, A" = PD"P~ 1,

Exercice 8

22 —5x+6
a(e" — 1><z2>)'

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(z) =In (
Exercice 9
Soit la suite (uy, ), définie par u; = 7 et pour tout n € N*, u,, 41 = 3u,, — 4. Déterminer |'expression de w,, pour n € N*.

Exercice 10

Soit la suite (uy, )y définie par ug =0, u; = 1 et pour tout n € N, w1 = Up — Upyo.
Déterminer I'expression de u,, pour n € N.
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Corrigé : Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

n
1. Donner la valeur de g k2.
k=1

“~ 5, nm+1)(2n+1)
2T

n n
2. Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z ¢~ et Z q~.
k=0 k=1

Sig=1, Zq *nJrleth
n+1 n
Sig#1, Zq eth

3. Soit (un)nen une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wuy, donner I'expression de u,, en fonction de n.

I Soit n € N*, u,, = u;q™ L.

4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs « La fonction f admet un minimum sur I ».

I Jxo € I,Vz € I, f(z) > f(20)
5. Combien y a-t-il d'entiers dans l'intervalle [m;n] pour m <n?

I Il'yan—m+ 1 entiers dans cet intervalle.

o

Quelle égalité relie n! et (n 4+ 1)! pour n € N7

I (n+1D!=nlx(n+1).

7. Donner |'expression (avec les factorielles) de <n> pour tout p € Net n € N,
p

Sip<n, = ——etsip>n, =0.
p) pi(n—Dp) p

8. Enoncer la formule du binéme de Newton.
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s =30 (ot

9. Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur D; et D,. Comment définit-on la composée de f par g7 (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).

La composée de f par g se note g o f, elle est définie sur D¢, a condition que f(Ds) C Dy et on a:

Vz € Dy, (go f)(x) = g(f(x)).

10. (a) Quel est le domaine de définition de la fonction logarithme népérien 7

(b) Tracer sa courbe représentative ?

I cf cours

11. Compléter les assertions suivantes :
e Va c R}, VbeRY, In(ab) = ...

1
OVaeRi,ln(—):...

a
oVaeRi,VbeR*,ln(%):...
e VacR, VneZ In(a")=...
e Va e Ry, In(va)=...

e Va c R}, Vb e RY, In(ab
Va € R}, In <l) =—In
a

= In(a) + In(b)

o VacR}, VbeR:, In (%) = In(a) — In(b)
e Vo c R}, Vn € Z, In(a") = nln(a)

1
e Va € R, In(v/a) = > In(a)

12. Soit o € R, comment définit-on % ? Pour quels x ?
I x* est défini pour » € R} par 2 = e,
13. Compléter : Vo € R, Va2 = ...
I Vo € R, Va2 = |a.

14. (a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente 7

R\{g+kw,kez}

(b) Quelle est I'expression de sa dérivée 7

1

tan’(z) = 1 + tan®(z) = o’ (@)
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(c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente ?
| =
(d) Quelle est I'expression de sa dérivée 7

1
1 4 z2

arctan’(z) =

15. Soit € R, comment définit-on |z]?

I |z] est I'unique entier relatif tel que |z| <z < |z| +1

16. Soit une fonction f dérivable en a € R. Donner |'expression de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a.

I y=f'(a)(x—a)+ f(a)

. a b
17. SOItA<C d

—C a

La matrice A est inversible ssi ad — bc # 0 et dans ce cas A~ = ( d _b>

Exercice 2
Développer I'expression suivante a I'aide du binéme de Newton : (2 +2)°.
On a:
. /6
2+2)°5=)" <k>2k x 267k
k=0
6 5 6 4 6 3 6 2
=z +6x2zx° + 9 X 4x* + 3 X 8 + 4 X 16z° 4+ 6 x 32x + 64
= 2% +122° + 15 x 42* + 20 x 822 + 15 x 1622 + 192z + 64
=25 4+ 122° + 60z* + 16023 + 24022 + 192z + 64
Exercice 3

Simplifier les deux expressions suivantes :

A=In(@z— 1))~ In (?””2 1) (/3 1) -l <W)

A=2InBz—1)—In(Bz — 1) +In(2) + %ln(Sz —1)—In(3z — 1) — In(z? + 1) + In(2)
= %111(39: —1) —In(2® + 1) + 21n(2)

e9524-1 « (6235)2

B = -
eln(z)—z2+4 X e

) € M3 (R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible 7 Le cas échéant, donner son inverse.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 5/8

(© M. Fontaine



ECG1, Mathématiques Interrogation n° 7 4 novembre 2025

ex2+1+4x e$2+41:+1+x2—5 621;2-1-41;—4
B= ge—ai Al x - x
Exercice 4
) . . . 22 —5x+6
Résoudre dans R I'inéquation suivante : — <0

z(e® —1)(x—2) =

Dressons le tableau de signes de ce quotient. Pour cela, calculons les racines du polynéme z? — 5z + 6. On a A =
(=5)? —4x1x1x6=25—-24=1etz; =2, 75=3.
Puis résolvons : e* —1 >0, on a :

e —1>0 <= e">1 < z>0.

On a alors :
x —00 0 2 3 +00
2 — b5z +6 + 0 — 0 +
x — 2 = 0 +
x - 0 +
e® — 1 — 0 +
z2 —5x+6
2 — D)z —2) - - - 9
On a alors [y =] — oo,O[U]O,Q[U]Q,S]].
Exercice 5
Déterminer la valeur des sommes suivantes :
1. S, =) (6k—4)
k=0
On a:
S = 62 k— 24 par linéarité de la somme
k=0 k=0
1
=6x n(n; ) —4(n+1)
6
=(n+1)x (_n_4>
2
=(n+1)(3n—4)
n 32k
2 T0=3 5
k=0
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_ln<2k¢
4 2
k=0

n+1
11— (" 9
:ZX 17% car§7é0
7})(__2 L gn+1
4T 2

Exercice 6
1 0 2
On considére la matrice A= |0 -1 1
1 -2 0
1. Calculer A% — A.
Ona:
5 0 2 1 0 2
AB—-A=10 3 1|-(0 -1 1| =4I.
1 -2 4 1 -2 0

2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, expliciter son inverse.

1 1
On a donc A% — A = 413 soit A x Z(AQ — I3) = I3. La matrice A est donc inversible et A™" = Z(AQ — I3) soit :

1 (2 4 2
Al=211 -2 -1
1 2 -1

Exercice 7

Soit trois matrices A, P et D telles que la matrice P soit inversible et telle que A = PDP™1.
Montrer que pour tout n € N, A" = PD"P~ 1,

On démontre le résultat par récurrence. Notons pour n € N, P(n) la propriété « A™ = PD"P~'.»
Initialisation (n =0). A° = I,, par convention et PD'P~' = PI,P~' = PP~' =I,. Ainsi A = PD°P~! et P(0)
est vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P (n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Al = A x A"
= APD"P~!,  par hypothése de récurrence
= PDP~'PD"P~!  car A= PDP~!
= PDI,D"P~!
_ PD’n+1P71
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Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que pour tout n € N, A" = PD"P~ 1,

Exercice 8

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = In (

z? —5r+6
z(e® —1)(x —2)

La fonction  + In(z) est définie sur R donc d’aprés le tableau de signes dressé a |'exercice 4, on obtient que la fonction

f est définie sur |3, +oo].

Exercice 9

Soit la suite (uy,), définie par u; = 7 et pour tout n € N*, u,,11 = 3u, — 4. Déterminer I'expression de w,, pour n € N*.

v, = 5(3)""1. On en déduit que pour

Exercice 10

Un+1 = Up41 — 2

=3u, —4—2
= 3(un — 2)
= 3v,

tout n € N*, (u, = 2+ 5(3)" )

Soit la suite (uy,), définie par ug =0, u;3 =1 et pour tout n € N, ty 1 = Up — Upyo.
Déterminer I'expression de u,, pour n € N.

caractéristique associée est alors o? =
—1-V6 _ —1+V6
e
2 2

valant

Il reste & déterminer \ et i, on a :

et

Ainsi A = —p et on obtient A = —

1
ﬁ

On reconnait une suite arithmético-géométrique. On commence par chercher le réel a solution de I'équation o = 3o — 4.
On obtient : & = 2. Posons alors la suite (v,,), telle que pour tout n € N, v, = u,, — 2. On a alors pour tout n € N,

La suite (vy,)n est donc géométrique de raison 3 et de premier terme v; = u; — 2 = 5. On a alors pour tout n € N*,

On remarque que pour tout n € N, Up12 = —Upn+1 + un. On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L'équation

—a + 1. Le discriminant de cette équation vaut 5, elle posséde donc deux racines

. Ainsi il existe des réels \ et u tels que pour tout n € N,

BN = AN R AN
wEMN T ) T T )

upy=0=A+pu

-1-+5 -1++5
ul—l—)\<T>+u<T>.

1
et u =+—.
SRR

1 (—1=v5\" 1 [—1+5)
En conclusion, pour tout n € N, |u,, = ——— <7\/_> —&——(i) }

NG 2 5 2
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