ECG1, Mathématiques Interrogation n°7 5 novembre 2024

Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

n
1. Donner la valeur de Z k.
k=0

n
2. Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z q~.
k=0
3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs : « La fonction f est décroissante sur I. »
4. Combien y a-t-il d'entiers dans l'intervalle [m;n] pour m <n?

5. Donner la définition de n! pour n € N.
6. Donner |'expression (avec les factorielles) de <n> pour tout p € Net n € N.
p

7. Enoncer la formule du triangle de Pascal.
8. Enoncer la formule du binéme de Newton.

9. Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,. Comment définit-on la composée de f par g7 (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).

10. Donner les définitions d'une fonction paire et d’une fonction impaire.
11. Citer l'inégalité triangulaire.
12. (a) Soit = € R, définir la valeur absolue de z.

(b) Tracer le graphe de la fonction valeur absolue.

13. Soit a € R, compléter les équivalences suivantes :

14. Pour tout a,b € R, recopiez complétez les égalités suivantes :

cos(a+b)=............ et sinfa+b)=............
15. (a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente ?
(b) Quelle est I'expression de sa dérivée 7
(c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente ?
(d) Quelle est I'expression de sa dérivée 7
16. Soit A = ((CI d) € M2(R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible 7 Le cas échéant, donner son inverse.

17. Donner les quatre formes indéterminées pour les limites de suite.
18. Donner la définition (avec les €) de la suite (uy,)nen converge vers un réel £.

19. Donner les limites suivantes :

_ o " _ (In(n))"
(a) Soient a et b des réels strictement positifs, que vaut lim -———7
n—+00 ne

(b) Soit a > 0 et g €] — 1;1], que vaut 11111 nq"?
n—-+0oo

. . n
(c) Soita>0etg>1, quevaut lim —7
n—+oo q"

Lycée Charles de Gaulle, Caen 1/1 (© M. Fontaine



ECG1, Mathématiques Interrogation n°7 5 novembre 2024

Exercice 2

2 —Tx 412

Résoudre dans R l'inéquation suivante : ——— > 0.
(x 4+ 1)(x —5)

Exercice 3

. . . 3 1
Soit (un)nen la suite définie par ug =1 et up41 = o ln + 3
Exprimer u,, en fonction de n.

Exercice 4

Soit la suite (uy, )nen définie par ug =1, u3 = 0 et Vn € N, upi0 = dupy1 — duy,.
Déterminer |'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 5

Déterminer la valeur des sommes suivantes :
n

1. S, =) (5k—1)

k=0
n 3k’+1
2. T, = o
k=0
Exercice 6
. . 2_7 12
Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par:  f(x) = (w i 1)3(C * 5)
x T —

Exercice 7

Soit A € M,,(R) vérifiant la relation : A* — 54 — 21, = 0.
La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, déterminer son inverse.

Exercice 8
1 1 1
On considére la matrice : J = |1 1 1. Calculer J?. Montrer que :
1 1 1
VneN*, Jr=3""1].
Exercice 9

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (u,),. N'oubliez pas de justifier vos réponses.

1w _—6n2—n+1
o 3nZ —n
2n+1
2. Uy =
577,

3. u,=In(n) —n
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Corrigé : Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

n
. Donner la valeur de g k.
k=0

n
Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z q.
k=0
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs : « La fonction f est décroissante sur I. »

4. Combien y a-t-il d'entiers dans I'intervalle [m;n] pour m < n?

5. Donner la définition de n! pour n € N.

Donner |'expression (avec les factorielles) de ( ) pour tout p € Net n € N,
p

7. Enoncer la formule du triangle de Pascal.

10.
11.

12

13

14

15

16

17
18
19

. Enoncer la formule du binéme de Newton.

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,. Comment définit-on la composée de f par g? (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).

La composée de f par g se note g o f, elle est définie sur D¢, a condition que f(Ds) C Dy et on a:

Vz € Dy, (9o f)(z) = g(f(2))-

Donner les définitions d'une fonction paire et d'une fonction impaire.
Citer l'inégalité triangulaire.

.(a) Soit x € R, définir la valeur absolue de z.

(b) Tracer le graphe de la fonction valeur absolue.

. Soit a € R, compléter les équivalences suivantes :

. Pour tout a,b € R, recopiez complétez les égalités suivantes :
cos(a+b)=............ et sinfa+b)=............

a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente ?

C

d

(b) Quelle est I'expression de sa dérivée?
(c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente ?
(d) Quelle est I'expression de sa dérivée 7

) a b
.SOItA<C d

. Donner les quatre formes indéterminées pour les limites de suite.

) € M3(R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible 7 Le cas échéant, donner son inverse.

. Donner la définition (avec les €) de la suite (u,)nen converge vers un réel £.

. Donner les limites suivantes :

- . - " - (In(n))’
(a) Soient a et b des réels strictement positifs, que vaut lim ——>—7
n—-+oo ne
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o (0(0)°

n— 00 ne

=0.

(b) Soita > 0etqe€]—1;1[, que vaut lim n%¢"?

n—-+oo

lim n%" = 0.
n—-+o0o

na
(c) Soita>0etg>1, quevaut lim —7
n—+oo q"

Exercice 2

2 _Tr+12
Résoudre dans R I'inéquation suivante : oAl > 0.
(x+1)(z—5)

Dressons le tableau de signes de ce quotient. Pour cela, calculons les racines du polynéme z? — 72 4+ 12. On a A =
7 —4x12=49—-48=1etx; =3, 12 =4.On a alors :

x —00 -1 3 4 ) +00
2 — Tz + 12 + 0 - 0 +
z +1 = 0 +
x—5 = 0 +
w + - 0 + 0 — +
(x+1)(xz —5)

On a alors [Y = |—oo0, —1[U[374]U]57+oo[].

Exercice 3

. . . 3 1
Soit (un)nen la suite définie par ug =1 et up41 = 2 ln + 3
Exprimer u,, en fonction de n.

On commence par chercher le réel o vérifiant
3 1
a=-a+ .
2 2
On obtient o = —1.
On définit alors la suite (vp,)nen par : Vn € N, v, = u,, + 1. Montrons que la suite (v, )nen est géométrique.
3

= —Up.

3 1 3
W, = e A0 L= =iy 20 = =k = =(w, = 1) 4= 5

2 2 2

N W
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Ainsi la suite (v, )nen est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = ug + 1 = 2. On a alors pour tout n € N :

3 n
n=2(2) .

Comme u,, = v, — 1, on en déduit pour tout n € N, I'expression de (u,)nen :

3 n
n=2(c) -1

Exercice 4

Soit la suite (uy,)nen définie par ug =1, u3 = 0 et Vn € N, upi0 = dupp1 — duy,.
Déterminer |'expression de u,, en fonction de n.

On reconnait une suite récurrente linéaire d'ordre 2. L'équation caractéristique est la suivante : 72 = 4r — 4. Ce qui

équivaut a (1 — 2)? = 0. Ainsi elle posseéde une unique racine double ry = 2. Il existe donc A, i € R tels que Vn € N,
Up = (A +np)2"™.
Déterminons A et p. On a :

up=1=X et U1:0:()\+M)2

Ainsi A =1 et p = —1. En conclusion, pour tout n € N, |u, = (1 —n)2" |

Exercice 5

Déterminer la valeur des sommes suivantes :
n

1 Sp=> (5k—1)
k=0
Sn=) (5k—1)
k=0
=) bk+ Z(—l) par linéarité de la somme
k=0 k=0
=5 Zk) -)1
k=0 k=0
:5n(n+1) —(n+1)
2
on
= (21
(n+1) < 5 >
(n+1)(5n—2)
5 .
n 3k+1
2. Ty=> o
k=0
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Exercice 6
. . 2 — 12
Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par:  f(x) = %
(x+1)(x —5)
2 _
La fonction = — /z est définie sur R . On résout donc il ) > 0.
(x4 1)(x —5)

D'aprés I'exercice 2, on a donc [Df = ]—o0, —1[U[3, 4]U]5, +oo[].

Exercice 7

Soit A € M,,(R) vérifiant la relation : A* — 54 — 21, = 0.
La matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, déterminer son inverse.

On a:
1
A2 —5A—-2I,=0 < A? -5A=2I, < A(A-5I,) =2I, <— A><§(A—5In):In.

Ainsi la matrice A est inversible et on a | A™! = % (A— 5In)j.

Exercice 8
1 1 1

On considére la matrice: J = [1 1 1. Calculer J2. Montrer que :
1 1 1

VneN*, Jr=3""1].

On effectue le produit matriciel et on obtient J? = 3.J.
Montrons ce résultat par récurrence. Posons P(n) la propriété : « J™ = 3" 1],

Initialisation (n =1). Ona J' = J et 31717 =3%7 = J. Ainsi J' = 3'71J et P(1) est vraie.
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Hérédité Soit n € N*. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

Jt =g x J
=3""1JxJ par hypothése de récurrence
=3""13]  carJ*=3J
= g g
=3"J.

Ainsi J"T! = 3" et P(n + 1) est vraie, la propriété est héréditaire.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d'aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout

n € N*, A savoir :
Jn=3""1J

Exercice 9

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (u,),. N'oubliez pas de justifier vos réponses.

- —6n%2—n+1

1. u
" 3n%2—n
Factorisons par les termes prépondérants aux numérateur et dénominateur pour lever la forme indéterminée. On a
pour n € N,
2 1 1 1 1
wy =" (6-n+) —b-5+m
2(3_ 1 _ 1
n*(3-3)
. 1 . 1 . -
Ona lim —=0et lim — =0 donc par quotient| lim wu, = —2|
2
n—+oo N n—+oo n n—-+o0o
2n+1
2. Uy = =

Pour lever la forme indéterminée, remarquons que :

2 n
Up = 2 (—) .
2 : 2\" .
Comme - €] —1,1[, lim (=] =0etdonc .
) n—+oo \ b n—+0o

3. up =In(n) —n

ot

Factorisons par le terme prépondérant pour lever la forme indéterminée. On a pour n € N*,

wn=n (1)),

= 0 par croissance comparée donc par produit | lim wu, = —oc0|.
n—+oo

Or lim In(n)

n—-+oo n
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