ECG1, Mathématiques Interrogation n°7 8 novembre 2023

Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

n
1. Donner la valeur de E k2.
k=1

n n
2. Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z ¢~ et Z q.
k=0 k=1
Soit (un)nen Une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wuy, donner |'expression de w,, en fonction de n.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs « La fonction f admet un minimum sur I ».

Combien y a-t-il d’entiers dans I'intervalle [m;n] pour m <n?

ook w

Quelle égalité relie n! et (n 4 1)! pour n € N7
: . n
7. Donner |'expression (avec les factorielles) de ( ) pour tout p € Net n € N,
p

8. Enoncer la formule du binéme de Newton.
9. Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,. Comment définit-on la composée de f par g7 (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).
10. (a) Quel est le domaine de définition de la fonction logarithme népérien 7
(b) Tracer sa courbe représentative ?

11. Compléter les assertions suivantes :

Va € R:, Wb e R”, In(ab) = ...

VaeRY, In(1)=...

Vae Ry, VbeRY, In($) =...

Va e RY, Vn e Z, In(a™) =...

Va € R%, In(v/a) = ...

12. Soit a € R, comment définit-on % ? Pour quels z 7
13. Compléter : Vz € R, Va2 =....

14

a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente ?

.(
(b) Quelle est I'expression de sa dérivée 7
(c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente ?
(d) Quelle est I'expression de sa dérivée?
15. Soit z € R, comment définit-on |z] 7
16. Soit une fonction f dérivable en a € R. Donner |'expression de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a.

) a b
17. SOItA<C d

18. Donner les 4 formes indéterminées.

) € M3(R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible 7 Le cas échéant, donner son inverse.

19. Soient trois suites (Un )neN, (Un)nen €t (W )nen. Citer le théoréme d’encadrement.
20. Soient deux suites (uy, )nen €t (v )nen. Citer le théoréme de comparaison.

21. Donner la définition (avec les ¢) de la suite (up)nen converge vers un réel .

Exercice 2

Développer I'expression suivante a I'aide du binéme de Newton : (2 +z)°.
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Exercice 3

Simplifier les deux expressions suivantes :

A=In((3z —1)*) —In (

Exercice 4

Résoudre dans R I'inéquation suivante :

Exercice 5

Déterminer la valeur des sommes suivantes :

n

1 Sy =) (6k—4)
k=0
n 32k
2. T, = Z s
k=0
Exercice 6

On considére la matrice A =

1.

Calculer A3 — A.

3z —1

B

z? — 5z + 6
- > T0 <.
z(e® —1)(x —2) —

2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, expliciter son inverse.

Exercice 7

Soit trois matrices A, P et D telles que la matrice P soit inversible et telle que A = PDP~!.
Montrer que pour tout n € N, A = PD"P~1.

Exercice 8

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = In (

Exercice 9

) +In(v3z —1)—In <(3$1—

eszrl « (621)2

= eln(z)—12+4 X e

> — 5246
z(e® —1)(x —2)

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (u,),. N'oubliez pas de justifier vos réponses.

1.
2.

—n?+3n? -1
Uy = —F——

3n? —n+2
Up =5 — (=1)"

5n —+/n
Uy = —————

n+n

571
Uy = —

7n

"1
w3

k=0
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Corrigé : Interrogation n°7

Exercice 1 Questions de cours

n
1. Donner la valeur de g k2.
k=1

“~ 5, nm+1)(2n+1)
2T

n n
2. Soit ¢ € R. Donner la valeur de Z ¢~ et Z q~.
k=0 k=1

Sig=1, Zq *nJrleth
n+1 n
Sig#1, Zq eth

3. Soit (un)nen une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wuy, donner I'expression de u,, en fonction de n.

I Soit n € N*, u,, = u1q™ L.

4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Ecrire avec des quantificateurs « La fonction f admet un minimum sur I ».

I Jxo € I,Vz € I, f(z) > f(20)
5. Combien y a-t-il d'entiers dans l'intervalle [m;n] pour m < n?
I Il'y an—m+ 1 entiers dans cet intervalle.

6. Quelle égalité relie n! et (n 4+ 1)! pour n € N7
I (n+1D!=nlx(n+1).

. _ n
7. Donner |'expression (avec les factorielles) de < > pour tout p € Net n € N.
p

Sip<n, = ———etsip>n, =0.
p) pi(n—Dp) p

Enoncer la formule du bindme de Newton.

@
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_ zn: (Z) akpn—k.
k=0

9. Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur D; et D,. Comment définit-on la composée de f par g7 (On
n'oubliera pas de préciser les conditions de cette définition).

La composée de f par g se note g o f, elle est définie sur D¢, a condition que f(Ds) C Dy et on a:

Vz € Dy, (go f)(x) = g(f(x)).

10. (a) Quel est le domaine de définition de la fonction logarithme népérien 7

(b) Tracer sa courbe représentative ?

I cf cours

11. Compléter les assertions suivantes :
Va € RY, vb € RY, In(ab) =
VaGRj_,ln( ):. .
Va € RY, vb e RY, In (%) =
Va € R%, Vn € Z, In(a™)
Va € R%, In(y/a) = ...

Va € R%, Vb € RY, In(ab) = In(a) + In(b)
Va € R%, In (1) = —In(a)

Va € R%, Vb € RY, In (%) =1In(a) — In(b)
Va € RY, Vn € Z, In(a™) = nln(a)

Va € R%, In(v/a) = 1 In(a)

12. Soit a € R, comment définit-on % ? Pour quels z 7
I x® est défini pour 2 € RY par 2% = g2l
13. Compléter : Vz € R, V2= ...
I Vr € R, V22 = |z|.
14. (a) Sur quel domaine est défini la fonction tangente ?
| R\ A{% + kn, k € Z}
(b) Quelle est I'expression de sa dérivée ?
cos?(z)

| tan’(x) = 1 + tan?(z) = —1

(c) Sur quel domaine est défini la fonction arctangente ?
| =
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(d) Quelle est I'expression de sa dérivée 7
I arctan’(z) = 1-&-%
15. Soit z € R, comment définit-on |z] 7
I || est I'unique entier relatif tel que [z| <z < |z]| +1
16. Soit une fonction f dérivable en a € R. Donner |'expression de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a.

I y = f'(a)(x—a)+ f(a)

a b

17. Soit A = (C d) € M3(R). A quelle condition la matrice A est-elle inversible ? Le cas échéant, donner son inverse.

—C (¢

La matrice A est inversible ssi ad — bc # 0 et dans ce cas A™! = ( d _b>

18. Donner les 4 formes indéterminées.

[} 0
—&-oo—ooetooert;eta

19. Soient trois suites (un )neN, (Un)nen €t (W )nen. Citer le théoréme d’encadrement.

I cf cours

20. Soient deux suites (uy, )nen €t (v )nen. Citer le théoréme de comparaison.

I cf cours

21. Donner la définition (avec les ¢) de la suite (uy,)nen converge vers un réel 4.

I Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, — €| < ¢
Exercice 2
Développer I'expression suivante a I'aide du binédme de Newton : (2 + x)S.
Ona:
. /6
2 6 — 2k X 6—Fk
@rar =3 (k) .

x6+6x2x5+<g) ><4x4+(§> ><81:3+<Z) x 1622 + 6 x 32z + 64

28 +122° + 15 x 42* + 20 x 822 + 15 x 162> + 192z + 64
=25 + 122° + 602* + 1602> + 24022 + 192z + 64

Exercice 3
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Simplifier les deux expressions suivantes :

A=n(3e =% -t () 4 (D (W)

A=2InBz—1)—In(Bz — 1) +In(2) + %ln(Sz —1) —In(3z — 1) — In(z® + 1) + In(2)

= %111(39: —1) —In(z? + 1) + 21In(2)

e9524-1 « (6235)2

B =
eln(z)—z2+4 « o
ex2+1+4m ez2+4z+1+m275 6222+4274
B= re—T A+ z - z
Exercice 4
, . . . 2?2 — 52 +6
Résoudre dans R I'inéquation suivante : — <0

z(e* —1)(x—2) =~

Dressons le tableau de signes de ce quotient. Pour cela, calculons les racines du polynéme 22 — 52 + 6. On a A =
(=5)2—4dx1x1x6=25—24=1eta; =2 a5 =3.
Puis résolvons : e —1 >0, on a :

e€—1>0 <= ">1 <= z>0.

On a alors :
T —00 0 2 3 +o00
2?2 — 5z + 6 + 0 - 0 +
x— 2 = 0 +
x — 0 4+
e — 1 - 0 +
2_52+6
x(Zw—l)aE;—Q) B B - 9

On a alors [y =] — oo,O[U]O,2[U]2,3]].

Exercice 5

Déterminer la valeur des sommes suivantes :
n

1. S, =) (6k—4)

k=0
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On a:
S = 6Zk — 24 par linéarité de la somme
k=0 k=0
1
=6 x n(n; )—4(n+1)
6
=(Mn+1)x (_n4>
2
=(n+1)(3n—4)
n 32k
2 Tn=3 5
k=0
o )
T"_222x2k
k=0
I /9\F
4 2
k=0
1 1_ 9 n+1
=X 1(2)% car — #£0
1 -2 9\"*
= — X — 1_ —_
4 7 2
B 1 . 9 n+1
14 2
Exercice 6
1 0 2
On considére la matrice A= |0 -1 1
1 =2 0
1. Calculer A3 — A.
Ona:
5 0 2 1 0 2
AB—-A=10 3 1|-(0 -1 1| =4I.
1 -2 4 1 -2 0

2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, expliciter son inverse.

12 4 2
,érlzZ 1 =2 =1
12 =1

Exercice 7

Soit trois matrices A, P et D telles que la matrice P soit inversible et telle que A = PDP~!.

Montrer que pour tout n € N, A" = PD"P~1.

On a donc A% — A = 413 soit A x $(A? — I3) = I3. La matrice A est donc inversible et A=! = 1(A? — I3) soit :
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On démontre le résultat par récurrence. Notons pour n € N, P(n) la propriété « A™ = PD"P~1.»

Initialisation (n = 0). A° = I,, par convention et PD'P~! = P[, P~1 = PP~! =I,,. Ainsi A = PD°P~! et P(0)

est vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P (n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Al = A x A"
= APD"P~!,  par hypothése de récurrence
= PDP~'PD"P~!, car A= PDpP~!
= PDI,D"P~!
= pprtipt

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que pour tout n € N, A® = PD"P~1L.

Exercice 8

2 _
Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = In ( v =5z 40 >

z(e® —1)(x —2)

La fonction  +— In(z) est définie sur R donc d’aprés le tableau de signes dressé a |'exercice 4, on obtient que la fonction
f est définie sur |3, +oo].

Exercice 9

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (u,),. N'oubliez pas de justifier vos réponses.

1 —n?+3n? -1
Uy = ————————

" 3n3 —n+2

A premiére vue, il s'agit d’une forme indéterminée. Il faut donc factoriser le numérateur et le dénominateur pour
lever la forme indéterminée. On a :

3
"3<—1+‘%—#) 142 -4

un: = L

nd(3— 2+ & 3-zts
3 —1 3 1 -1
Ona lm — =0e lm — =O0donc lim (—-1+—-———) = —1. De méme, lim — = 0 et
n—+oo n n—-+oo n3 n—-+oo n ’I’L3 n—-+oo ’I’L2

2 1 2
lim — =0donc lim (3 -+ ) = 3. Ainsi par quotient
n

n—+oo n n——+oo n3

lim w, =—-.
n—-+oo 3

2. Uy =5—(=1)"

Montrons que cette suite est divergente.
Raisonnons par |'absurde et supposons que la suite (), converge vers une limite ¢ € R.
On a alors :

lim wg, = lm wugniq = 4.
n—-+oo n—-+oo

Orug, =5—(-1)?"=5—-1=4etug,t1 =5— (—1)""!1 =5+ 1=6. On obtient alors 4 = 6, absurde!
Ainsi la suite (u, ), est divergente.
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_Sn—+/n

3. _ 2T vr
T vn
A premiére vue, il s'agit d’une forme indéterminée. Il faut donc factoriser le numérateur et le dénominateur pour
lever la forme indéterminée. On a :
_Vn 1
L (5-4) _5-%
n - - T ©
n (3 + @) S+ 75
Or i ! =0d li 5 ! =5et li 3+ ! = 3. Ainsi tient :
rnﬁn}rlooﬁ_ onc lim ﬁ =5et lim ﬁ = 3. Ainsi par quotient :
lim wu, = —.
n—-+oo 3
5n
Ona:

o=y

lim wu, =0.
n—-+oo

Or 2 €] — 1;1[ donc :

N[

===

1 n+1
Or lim (—) =0 donc lim wu, =2.

n—-+oo
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