ECG1, Mathématiques Interrogation n° 6 19 octobre 2023

Interrogation n° 6

Exercice 1 Questions de cours

1. Soit la matrice A € M4(R) définie par :

OO O N
o O OO
O‘OO
—

_= o O O

Calculer A™ pour n € N.

2. On consideére les suites réelles (up)nen, (Un)nen €t (wn)nen définies par leur premiers termes ug, vy et wy et par les
relations de récurrence :
Upt+1 = —3Up + 20, — Wy
Vn € N Unt1 = Up — Wy
Wp41 = Un + 4wn

Déterminer la matrice A € M3(R) telle que :

Un+41 Unp,
Vn € N Upt1 | =A| v
Wn+1 Wn,
Exercice 2
1 1 1
Soit lamatrice P= |1 0 1|, est-elle inversible? Si oui déterminer son inverse.
1 -1 0
Exercice 3
. 1 3 . . . .
La matrice A = 9 4) Est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.
Exercice 4
1 1 -2 -3 -1 -5
Soient les matrices P = | 3 2 1 Jet@Q=1]5 3 7
-2 -1 1 -1 1 1

Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
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Exercice 1 Questions de cours

1. Soit la matrice A € M4(R) définie par :

2 0 0 O
00 0 O
A= 00 -1 0
0 0 0 1
Calculer A™ pour n € N.
La matrice A étant une matrice diagonale, on a simplement :
2" 0 0 0 2" 0 0
An — 0 0 0 0] [0 O 0
“lo o (=1 o]l o o (-=1n
0 O 0 1 0 O 0

— o O O

2. On considére les suites réelles (up)nen, (Un)nen et (wp)nen définies par leur premiers termes wg, vy et wy et par les

relations de récurrence :

Upt+1 = —3Up + 20, — Wy
Vn € N Unt1 = Up — Wy
Wpt1 = Up + 4wy,

Déterminer la matrice A € M3(R) telle que :

Posons la matrice :

on a alors :
Exercice 2
1 1
Soit lamatrice P=1[1 0
1 -1

Un+41 Unp,
Vn € N Upt1 | = A | vn

Wn+1 Wn,

—3 2 -1

A=|1 0o -1},

0 1 4

Un+1 Un,
Vn € N Un+1 =A| v,

Wn+1 Wn,

1

1|, est-elle inversible ? Si oui déterminer son inverse.
0

On choisit la méthode de Gauss-Jordan pour inverser la matrice

1 1 1|1 0 0
1 0 1/0 1 0
1 -1 0|0 0 1

P
1 1 11 00
LQ(—LQ*Ll 1 0 L3<*L37L1
0 1

1 1 1
-1 0 |-1
=2 =1 =1
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1 1 1]1 o
Loemle (g 1 o | 1 -1
0 -2 —1]|-1 0

P est elle aussi inversible. Poursuivons la méthode :

0 11 101 0 0
0 Letet2le [ 1 0 |1 —1 0
1 00 —1|1 -2 1

11 0 (2 -2 1 1 0 0|1 -1 1
Lielhitls 1o 1 0 |1 -1 o) 225t o 1 0|1 -1 0
0 0 —-1]1 -2 1 0O 0 —-1|1 -2 1
1 0 01 -1 1
Lozl g1 0] 1 -1 0
0 0 1|-1 2 -1
1 -1 1
Donc, la matrice P est inversibleet P! = 1 -1 0
-1 2 -1
Exercice 3
. 1 3 . . .. .
La matrice A = (2 4). Est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.
La matrice A est de taille 2, calculons ad — be.
ad—bc=1x4—-2x3=-2+#0.
Ainsi la matrice A est inversible et son inverse est donné par :
1 (4 -3 - 2
-1 _ - _ 2
=55 )= 4)
Exercice 4
1 1 -2 -3 -1 =5
Soient les matrices P = | 3 2 1 Jet@Q@=1]5 3 7
-2 -1 1 -1 1 1
Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
On a:
1 1 -2 -3 -1 -5 4 0 0
PQ = 3 2 1 5 3 7 1=(10 4 0] =4I
-2 -1 1 —1 1 1 0 0 4
=3 =1 =5
1 1 1
c c -1 _ _| s 3 7
Donc, P estinversibleet P~" = -Q=| 7 5 7
-1 1 1
1 1 1

La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec tous ses pivots non nuls donc elle est inversible. Par théoréme, la matrice
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