ECG1, Mathématiques Interrogation n° 27 5 juin 2024

Interrogation n° 27

Exercice 1 Questions de cours

Donner le développement limité en 0 a I'ordre 5 des fonctions suivantes :
T =

x> e’

z+—In(l+2)

x = (14 2)*

x + sin(z)

oo b=

x +— cos(x)

Exercice 2

Calculer les développements limités en 0 & I'ordre 3 des fonctions suivantes :
1. z—+/1+3z
In(1 + z)

1+x

2. T+

Exercice 3

Calculer la limite suivante :
sin(x) — x cos(z)

I
250 x(1 — cos(x))

Exercice 4

On considére I'espace vectoriel E = M3 1(R) muni de sa base canonique B = (e1, ez, €3) :

1 0 0
e = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

Soit f I'application linéaire de E dans E définie par :

T 20 —y+ 2
V(IE,’y,Z) ER?)a f Y - x+ 2z
z T—y+2z

1. Déterminer la matrice A = Matg(f). (Aucune justification n'est attendue).
2. Veérifier que A% = 34 — 2I5.

3. A l'aide de la relation ci-dessus, montrer que f est un isomorphisme et déterminer sa bijection réciproque.
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Corrigé : Interrogation n° 27

Exercice 1 Questions de cours

Donner le développement limité en 0 a I'ordre 5 des fonctions suivantes :

1. x»—>%
—XT

1
— =14z +22+2°+ 2 + 25+ o)

1—2x

2. x e’

2 $3 $4 5

T
e =1l+x+ =+ + =+ 5 +o(z%)

20 3! 41 5l

3. z—1In(l+2x)

ln(1+z):z—x—+——

4. x— (14 2)*

.T2 .T3 .T4

5

(I42)* = 1+am+a(a—1)—+a(a—1)(a—2)5+a(a—1)(a—2)(a—3)Z—l—a(a—l)(a—2)(a—3)(a—4)%+0(m5)

2!

5. x + sin(x)

gt
sin(z) =« 37 + = + o(z®)
6. x +— cos(x)
z? gt 5
cos(z) =1 E—I—Z—i— (z°)

Exercice 2

Calculer les développements limités en 0 a I'ordre 3 des fonctions suivantes :

1. x— V14 3z
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VI+3e= (1+32)7 et lim 3z = 0
T—

—1+%><3I+%<%1> (3293!)2 +%<%1> (%2) (3;)3 + o(x?)

2 8 4 2) 2
3z 922 2723
=14+ == g
+ 5 3 16 + o(z”)
) In(1 + z)
’ 1+
In(1 + z) 1
= In(1
1+z (+:1:)><1+z
z? 2 3 2 _ .3 3
= zf?+?+o(a:) x (1 -z +a2® —2° + o(z?))
2 3 3
=z —2° 423 2+%+%+0($3)
322 11a®
- _% Gm + o)
Exercice 3

Calculer la limite suivante :

. sin(z) — z cos(x)
lim
2—0 (1 — cos(x))

Calculons un développement limité a I'ordre 3 du numérateur pour en trouver un équivalent, on a, au voisinage de 0 :

£E3 2 £E3 (E3

3
sin(z) — zcos(z) = = — ) —z(l — %) +o(z®) =z — 3 —z+ o +o(z®) = % + o(z®)
Ainsi au voisinage de 0 :
3
sin(z) — x cos(x) ~ %
De plus, au voisinage de 0 : 1 — cos(z) ~ % donc
3
z(1 — cos(x)) ~ T
2
Par quotient, on a :
3
sin(z) —xcos(z) F 2
x(1 — cos(x)) 2 3
Ainsi Tim S0&) = Toos(@) _ 2
z—0  x(1 — cos(x)) 3

Exercice 4
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On considére I'espace vectoriel E = M3 1(R) muni de sa base canonique B = (e1, ez, €3) :
1 0 0
ex=|( 0 J,ea=1| 1 [,e3=| 0
0 0 1
Soit f I'application linéaire de E dans E définie par :
T 20 —y + 2
V(IL’,’IJ,Z)E]RB, f Y - x+ 2z
z T—y+2z
1. Déterminer la matrice A = Matg(f). (Aucune justification n'est attendue).
2 -1 1
La matrice A vaut : A=1|1 0 1
1 -1 2
2. Verifier que A%2 = 34 — 215.
4 -3 3
Ona:A%2= |3 —2 3].0On calcule alors 3A — 2I3 et on obtient |'égalité voulue.
3 -3 4
3. A l'aide de la relation ci-dessus, montrer que f est un isomorphisme et déterminer sa bijection réciproque.
A l'aide de la relation précédente, nous pouvons montrer que la matrice A est inversible. En effet,
-1
A2 =34 — 2l — A(A— 3]3) = 23 — A x 7(14— 3]3) =13
1 é —% 1 1 -1
Ainsi la matrice A est inversible et A~! = ZL(A —3[3) = 1A+ 2I; = —% ? 2| = -1 3 -1
-3 3 3 -1 1 1
On en déduit donc que I'endomorphisme f est bijectif et que sa bijection réciproque vaut f=! = —%f + %Id. Soit
I'expression suivante :
95 1 r+y+z
Y(z,y,2) €eR3, f! y =5 —r+3y—=z
% —Tr+Yy+z
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