ECG1, Mathématiques Interrogation n° 24 10 avril 2024

Interrogation n° 24

Exercice 1 Question de cours

1. Soient F et F des espaces vectoriels de dimension finie, soit f : E — F une application linéaire.
Enoncer le théoréme du rang.

2. (a) Enoncer le théoréme de la limite monotone.

(b) Enoncer le corollaire du théoréme de la limite monotone.

Exercice 2

Soit u I'application de R* dans R? définie, pour tout (z,v, z,t) € R*, par

U((m,y,z,t))Z(x+y+z+t,y—t,m—2z+3t)

1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Déterminer une base et la dimension du noyau de u. Est-elle injective ?

3. En déduire que u est surjective.
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Corrigé : Interrogation n° 24

Exercice 1 Question de cours

1. Soient F et F des espaces vectoriels de dimension finie, soit f : E — F' une application linéaire.
Enoncer le théoréme du rang.

2. (a) Enoncer le théoréme de la limite monotone.

o Si (By)nen est une famille croissante d'événements de 7, alors la suite (P(B,,)),,cy converge et :

“+oo

P (U Bn> = lim P(B,).
n=0

® Si (By)nen est une famille décroissante d'événements de 7, alors la suite (P(B,,)),,cy converge et :

“+o0
P (ﬂ Bn> = lim P(B,).

n=0

(b) Enoncer le corollaire du théoréme de la limite monotone.

Si (A,,) est une famille quelconque d'événements de T, alors on a :

+oo n +oo n
P<UAk> lim P(UAk> et P(ﬂAk> lim P(ﬂAk> )
k=0 norteo k=0 k=0 norteo k=0

Exercice 2

Soit u I'application de R* dans R® définie, pour tout (z,v, 2,t) € R%, par
U((IL‘,y,Z,t)) = (x+y+z+t,y7t,:p722+3t)

1. Montrer que u est une application linéaire.

Soient X = (2,9,2,t) € R* et X' = (2/,¢/, 2/, t') € R* et A € R,

uAX + X)) =u((Dz + 2 y+ o', Az + 2 M+ 1))

=M+ + X y+y +r+ 2 MU Ay +Y — (Mt +E), a2 =202+ 2) + 3+ )

=MNe+y+z+t)+2'+y +2"+ MNy—t)+y —t', Mz —22+3t) + 2’ — 22" + 3t)
Au((z,y, 2, 1) +u((@',y', 2, 1))

Au(X) +u(Y)

u
u

Ainsi u est bien une application linéaire.

2. Déterminer une base et la dimension du noyau de u. Est-elle injective ?
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Soit (z,y, #,t) € Ker(u) alors u((x,y, z,t)) = (0,0,0). On a alors le systéme suivant :

z + v + z + t =0
Y -t =0
T — 2z 4+ 3t = 0

On effectue le codage L3 < L3 — L; et on obtient le systéme équivalent :

z + v + z + t =0
Y -t =0
-y — 3z + 2t = 0

On effectue le codage L3 < L3 + Ly et on obtient le systéme équivalent :

zr + vy + z + t =0
Y -t =0
— 3z + t =0

On résout alors le systéme qui est maintenant échelonné. On choisit les variables x, y, ¢ comme variables principales
et z comme inconnue secondaire. On a alors :

B ==P=2=t==3—=r2=3==T7%
Y =t=3z
t =3z

Ainsi Ker(u) = {(x,y,z,t) ER* | 2=-Tz,y=32,t= 32} ={(-72,32,2,32), z € R} = Vect((—7,3,1,3)).
La famille ((—7,3,1, 3)) est génératrice de Ker(u) et elle est libre car composée d'un unique vecteur non nul, c'est
donc une base de Ker(u). On en déduit au passage que dim(Ker(u)) = 1.

Ker(u) # {0} donc u n'est pas injective.

3. En déduire que u est surjective.

D’aprés le théoréme du rang, rg(u) = dim(R*) — dim(Ker(u)) =4 —1 = 3.
Or par définition, Im(u) C R? et dim(Im(u)) = dim(R3) donc Im(u) = R? et u est surjective.
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