ECG1, Mathématiques Interrogation n° 20 11 mars 2025

Interrogation n° 20

Exercice 1 Questions de cours

1. Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle I de R. Combien vaut (fg)(") ? Citer le nom de cette formule ?
On prendra bien soin de préciser les hypothéses vérifiées par f et g.

2. Soit une fonction f définie sur un intervalle I de R. Citer la formule de Taylor avec reste intégral.
On prendra bien soin de préciser les hypothéses vérifiées par f.

Exercice 2
Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 a I'ordre 4 pour la fonction cos.
Exercice 3

Soit f I'endomorphisme de R® défini par : V(z,y, 2) € R?,

F(@,y,2)) = (ac—i—y-l—z y m—y-l—z)-

2 T 2
1. Montrer que f est un projecteur.

2. Déterminer ses caractéristiques.
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Corrigé : Interrogation n° 20

Exercice 1 Questions de cours

1. Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle I de R. Combien vaut (fg)(") ? Citer le nom de cette formule ?

Il s'agit de la formule de Leibniz :
Soit n € N et soient f et g des fonctions de classe C™ sur l'intervalle I. Alors la fonction fg est de classe C™ sur I

et
n

(fo)™ =>" (Z) Flgn=h),

k=0

On prendra bien soin de préciser les hypothéses vérifiées par | et g.

2. Soit une fonction f définie sur un intervalle I de R. Citer la formule de Taylor avec reste intégral.
On prendra bien soin de préciser les hypothéses vérifiées par f.

Soit n € N et f une fonction de classe C* sur I'intervalle I. Pour tout (a,b) € I?,

") (g by _gyn
F(b) = Z / kl( )(b —a)t +/ (b nlt) FOHD(1)dt.
k=0 ’ a ’

n (k) b (b—t)"
On appelle Z / k'(a) (b — a)" la partie polynomiale de la formule et / #f(nﬂ)(t)dt le reste intégral
! n!
k=0 a
d'ordre n.
Exercice 2

Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0 a I'ordre 4 pour la fonction cos.

La fonction est de classe C> sur R. Soit n € N, soit (a, b) € R? et soit = € [a,b], on a :

4
z) = f(k)(o) z)* Tz -1 (5)
o) =3 @ + [ SO wa

Al
. : T —t 4
= cos(0) — s”i(lo)xl - COZEO) 22 + SH;SO) 23+ Coigo) ot + /0 (@ o V"« (= sin(t))dt
2 4 1 T
—1-Z 42— [ (@ —t)*sin(t)dt.

2 24 24 ),

Exercice 3

Soit f I'endomorphisme de R? défini par : V(z,y, z) € R,

e = (

r+y+z r—y+z
2 7y5 2 *
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1. Montrer que f est un projecteur.

L'énoncé nous indique déja que f est un endomorphisme de R3, il reste donc & montrer que f o f = f. Soit

(z,y,2) € R?,
r+y+z r—y—+=z
fof(@y.2)=f Ly
2 2
_ z+g2/+z+y+z—g+z y z+g2/+z+y+z—g+z
2 T 2
[z H+y+=z r—y—+z
= 9 'Y, 9
:f((l’7y,2,'))

L'endomorphisme f est donc bien un projecteur de R3.

2. Déterminer ses caractéristiques.

Commencons par déterminer Ker(f), soit (z,y,2) € Ker(f), on a f((x,y,z)) = (0,0,0). On obtient alors le

systéme :
r + y + z =0
Y =0
r — y + z = 0

soit y =0 et x = —z. Ainsi
Ker(f) ={(—2,0,2) | z € R} = Vect((—1,0,1)).

Déterminons ensuite Im(f), la famille ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) est génératrice car c’est la base canonique de R?,
ainsi :

1 1.1 1, ,1 1

Im(f) = Vect (f((1,0,0)), £((0,1,0)), £((0,0,1))) = Vect ((5,0, 5), (5, 1, —5), (570, 5)) = Vect ((1,0,1),(1,2,-1)).

L'endomorphisme f est donc un projecteur sur Vect ((1,0,1), (1,2, —1)) parallélement a Vect((—1,0,1)).

Lycée Charles de Gaulle, Caen 313 (© M. Fontaine



