ECG1, Mathématiques Interrogation n° 19 4 mars 2025

Interrogation n° 19

Exercice 1

Soit f : F — F une application linéaire.
1. Donner la définition de Ker(f).
2. Donner la définition de Im(f).

Exercice 2

g - : R? — R?
Soit g I'application définie par : g )
(w1, 20,73) +— (21 — 22 — 23,72 — 23)
1. Montrer que |'application g est linéaire.

2. Déterminer une base du noyau de g.

3. Déterminer une base de I'image de g.
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Corrigé : Interrogation n° 19

Exercice 1

Soit f : F — F une application linéaire.
1. Donner la définition de Ker(f).

I Ker(f) = {z € B | f(x) = 0r}.
2. Donner la définition de Im(f).

I Im(f) ={f(z) | re E} ={yeF | Iwc E, y=f(z)}
Exercice 2

T : R? S R?
Soit g I'application définie par : g (21,79, 73) (1 — T2 — @, — 233)

1. Montrer que I'application g est linéaire.

Soient X = (z1,22,23) € R3etY = (y1,Yy2,y3) € R3 soit \€R, on a :

JAX +Y) =g (Az1 +y1, A\z2 +y2, Arz +y3) = (Az1 +y1) — (Az2 +y2) — (Az3 +y3), (A2 + y2) — 2(Ar3 + ¥3))
= Mx1 — w2 — 23,22 — 223) + (Y1 — Y2 — Y3, Y2 — 23)
= Ag(X) + g(Y).

L'application g est donc une application linéaire.

2. Déterminer une base du noyau de g.

Soit X € Ker(g), on a g(X) = 0. Cela équivaut au systéme linéaire suivant :

_ rp — X9 — xz3 = 0 1 = T2+ 23
9(X) =0 < { xo —2 x3 = 0 = { T2 = 273
_ ry = 3(E3
9X)=0 = { oy = 915

Ainsi les solutions du systéme sont de la forme (3a,2a,a) avec a € R.

Ker(g) = {(3a,2a,a), a€R}={a(3,2,1), a€R}=Vect((3,2,1)).

La famille ((3,2,1)) est donc une famille génératrice de Ker(f), comme elle est composée d'un unique vecteur

non-nul, elle est libre et c'est donc une base de Ker(f).

3. Déterminer une base de I'image de g.
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Déterminons |'image de I'application g.
La famille ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) est la base canonique de R*. On a donc :

Im(g) = Vect(g((1,0,0)),9((0,1,0)), 9((0,0, 1))).

Ainsi
Im(g) = Vect ((1,0), (-1,1),(=1,-2)).

On remarque que :

2 1
_5(_1’ 1) — 5(_1’_2) = (1,0).

Donc
Vect ((1,0), (—1,1),(—=1,—-2)) = Vect ((—1,1), (-1, —2))

La famille ((—=1,1), (—1,—2)) est donc une famille génératrice de Im(g), elle est composée de deux vecteurs non
colinéaires, elle est donc libre. Cette famille est alors une base de Im(g).
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