ECG1, Mathématiques Interrogation n° 18 3 mars 2026

Interrogation n° 18

Exercice 1 Questions de cours

[y

. Donner la formule de Kénig-Huygens.

N

. Donner les bases canoniques des espaces vectoriels suivants :
(a) R?
(b) Ms1(R)
(c) Rsl]
(d) Ma(R)
3. Enoncer la propriété de croissance de |'intégrale.
n
PR . 1 k
4. Enoncer le théoréme portant sur la somme de Riemann S,, = — Zf — .
ni=" \n
On précisera bien les hypothéses que doit vérifier la fonction f.

x
5. Sous quelle(s) condition(s) la fonction ¢ : z — / f(t)dt est-elle dérivable ? Que vaut sa dérivée?
0

6. Soit (A1, Az, A3) un systéme complet d’événements, citer la formule des probabilités totales permettant de calculer P(B)
pour B un événement.

7. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n et p € [0, 1].
(a) Donner sa loi et son support.
(b) Donner son espérance et sa variance.

8. Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n] avec n € N*.
(a) Donner sa loi et son support.
(b) Donner son espérance et sa variance.

9. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a € R, donner la définition de f est continue en a.
10. Soit f une fonction définie sur R, soit a € R, donner la définition de f est dérivable en a.
11. Soient deux fonctions f et g définies et dérivables sur R. Que vaut la dérivée de go f 7

-1

12. Soit f : I — J une fonction bijective, on note f~' sa bijection réciproque. Sous quelle(s) condition(s), f~' est-elle

dérivable ? Le cas échéant, donner I'expression de (f~1)'(y) avec y € J.
13. Soient E et I deux espaces vectoriels.
(a) Donner la définition d'une application linéaire f : E — F.
(b) Soit f : E — F une application linéaire. Donner la définition de Ker(f) et de Im(f).

(c) Quels sont les liens entre Ker(f), Im(f), injectivité, surjectivité?

Exercice 2

322 — dx + 1)
Va5 — 1)

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(z) =In (
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Exercice 3
f : ngl(R) — MQ_]l(R)
N , . . 1
On considere I'application . . <2x1 —l—;}g — x3>
3
T3

1. Montrer que |'application suivante est linéaire.
2. Déterminer une base du noyau de f.

3. Déterminer une base I'image de f.

Exercice 4

Calculer les sommes suivantes :

n

1. 1= Ze’“ avecz € R
k=0
2n

2.8 =) (k—1)

k=1

" k3 —5k2 4+ 3k
3 ngziJf

Exercice 5

Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. Les boules sont indiscernables au toucher. On prend au hasard et
simultanément trois boules de I'urne. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues lors du

tirage.
1. Déterminer le support de X.
2. Donner la loi de probabilité de X.
3. Calculer I'espérance et la variance de X.
4

. On rappelle que la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire compris entre 0 et 1.

(a) Ecrire une fonction Python permettant de simuler le tirage d'une seule boule dans cette urne.

(b) On suppose maintenant que I'urne contient 3 boules blanches, 4 boules noires et 5 boules rouges. Ecrire une fonction
Python permettant de simuler le tirage d'une seule boule dans cette urne.

Exercice 6

2
Soit la matrice A = 1|, est-elle inversible ? Le cas échéant, calculer son inverse.
1

N =
—= N

Exercice 7

Simplifier I'expression suivante :

1 1 el"(l)
B=1In ((12—21’—1—1)5) —5111(3[;2—1)2/(3 )

Exercice 8

Posons F' = {P € Ry[z] | P(1) =0 et P'(1) = 0}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ro[x] et en déterminer une base.
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Exercice 9

Soit f la fonction définie sur R par

Montrer que f est dérivable sur R et calculer f'.
Exercice 10

Calculer I'intégrale suivante en posant le changement de variables ¢t = e”.

2 eQ{E
I :/ dxr en posant t = e”
1 1 — e

Indication : On pourra utiliser astucieusement le fait que t = ¢ — 1 + 1.
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Corrigé : Interrogation n° 18

Exercice 1 Questions de cours

[y

. Donner la formule de Kénig-Huygens.

N

. Donner les bases canoniques des espaces vectoriels suivants :
(a) R?

(b) M3.1(R)
(c) Rsl]
(d) M2(R)

3. Enoncer la propriété de croissance de |'intégrale.

n

: 1 k
4. Enoncer le théoréme portant sur la somme de Riemann S,, = — Zf <—>
ni=" \n

On précisera bien les hypothéses que doit vérifier la fonction f.

1~ (k !
Soit f une fonction continue sur [0, 1] alors (S, ), converge et lim — Zf (—) :/ f(®)de.
w0 0

n—-+oco N
k=1

x
5. Sous quelle(s) condition(s) la fonction ¢ :  — / f(t)dt est-elle dérivable ? Que vaut sa dérivée ?
0

6. Soit (A1, Aa, As) un systéme complet d'événements, citer la formule des probabilités totales permettant de calculer P(B)
pour B un événement.

7. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n et p € [0, 1].
(a) Donner sa loi et son support.
(b) Donner son espérance et sa variance.
8. Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n] avec n € N*.
(a) Donner sa loi et son support.
(b) Donner son espérance et sa variance.
9. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a € R, donner la définition de f est continue en a.
10. Soit f une fonction définie sur R, soit a € R, donner la définition de f est dérivable en a.
11. Soient deux fonctions f et g définies et dérivables sur R. Que vaut la dérivée de go [ 7

1

12. Soit f : I — J une fonction bijective, on note f~! sa bijection réciproque. Sous quelle(s) condition(s), f~! est-elle

dérivable ? Le cas échéant, donner I'expression de (f~!)(y) avec y € J.
13. Soient E et F' deux espaces vectoriels.
(a) Donner la définition d'une application linéaire f : E — F.
(b) Soit f : E — F une application linéaire. Donner la définition de Ker(f) et de Im(f).

(c) Quels sont les liens entre Ker(f), Im(f), injectivité, surjectivité?

Exercice 2

. . 24 1
Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = In (u)

V(e —4)
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. . 322 — 4z +1
La fonction In est définie sur R’ , on résout donc il D > 0.

Va(5z —4)

Comme x — \/x est définie sur R, et est ici au dénominateur, le domaine de f va étre inclus dans R.

. . . . 1
Etudions le signe de 322 — 4z + 1. Le discriminant vaut 4, le polynéme a donc deux racines 1 et =.

4
Deplusbr —4>0 < z > —.

5
Ona:Vz e RY, vz > 0.
On a donc le tableau de signes suivant :

z 0 L 1 1 +o0
3 5
372 — 4z + 1 + 0 0 L
Sr — 4 — 0 +
322 — 4z +1
= - + - v
Vv (br — 4)
. o 14
La fonction f est donc définie sur 3F U1, 4o0f.
Exercice 3
fo M3a(R) — Mz (R)
N , . . Tl
On considere I'application . . (2301 + xo — 1:3) .
T3
z3
1. Montrer que I'application suivante est linéaire.
Z1 Y1
Montrons que f est linéaire. Soient | z2 | € M3 1(R) et | y2 | € M31(R), soit A€ R, on a:
x3 Y3
1 Y1 Az1 4+
FIA 22| + |y =f1 | 2+
z3 Y3 ATz + Y3
_ (201 + y1) + Az + y2 — (Aaz + ys)
Az3 +y3
Z1 1
A2z1 + 22 — 21 + 12 —
((m)\xz mg))+<y1 Y2 y3> DV I S I IO Y
€T3 Y3
z3 Y3
L'application f est bien linéaire.
2. Déterminer une base du noyau de f.
I T 0
Déterminons le noyau de f. Soit | z2 | € Ker(f) alors f ) = <0> soit le systéme :
x3 Z3
201 + x99 — x3 = 0
r3 = 0
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On obtient alors
T2 = —2€E1
r3 = 0
Ainsi on a :
X1 1
Ker(f) = —2z, | ,z1 € R ) = Vect -2
0 0

3. Déterminer une base I'image de f.

1 0 0
La famille | (O], (1], [0 est une base de M3 ;(R) donc
0 0 1

Im(f) = Vect | f f o f

O O =
O = O
= o O
Il
>
o
-+
7 N\
~— N\
(el V)
N~
N\
O =
N
RS
—
—_
~~_
~__
I
>
o
-+
7 N\
N\
o
N
7 N\
—
—_
~__
~~_

Exercice 4

Calculer les sommes suivantes :

n
1. 1= Zekm avecz € R
k=0

On doit distinguer deux cas © = 0 et x # 0.
Siz =0 alors S; =n+ 1.
Sixz#0alorse® #1etona:

Si=Y ()"
k=0
B 1— (ez)n-‘rl
 1—e"
1— e(n+1)z
 l—e"
2n
2.8 =) (k—1)°
k=1
2n—1
Avant de calculer S; effectuons le changement de variables i = k — 1, on a alors : S = Z i%. On peut alors en
i=0

déduire la valeur de Sy grace aux sommes usuelles :

g 2n-1)2n—-1+1)22n—-1)+1 2n2n—-1)(4n—-1) n(2n—-1)(4n—-1)
2 6 - 6 - 3

n

k3 — 5k% + 3k
k=1
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On a:
k3 5k% 3k
Ss=% o -2 42

3 kz:: KR Tk
:Zk —5k+3

k=1
= K 5Zk+321

k=1

+1)(2 1 1

_nln+ >6(n+ e (n; ) 4 an
_n(n+1)2n+1) —15n(n+ 1)+ 18n
- 6
_n(n+1)(2n+1)—15(n+1)+18
N 6
_2n°+3n+1-150—15+18
N 6

o2n2—12n+4
= nN—-

6
~ n(n® —6n+2)
N 3
Exercice 5

Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. Les boules sont indiscernables au toucher. On prend au hasard et
simultanément trois boules de I'urne. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues lors du
tirage.

1. Déterminer le support de X.

On a X(92) = [0;3].

2. Donner la loi de probabilité de X.

Notons By, et N}, les événements « la k-iéme boule tirée est blanche » et « la k-iéme boule tirée est noire ».
D’aprés la formule des probabilités composées, on a :

4 3 2
P(X:O):P(Nl)XPNl(NQ)XPNIQN2(N3):?X6)(3:—

D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

P(XZl):P(N10N2033)+P(N1QB20

é 3x§+éx§x§+§xé
5 7 6

3) + P(B1 N NaN Nj)
i
5
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D’aprés la formule des probabilités totales, on a :
P(X:2):P(N1ﬂBzﬂBg)+
3 o 2 n 3 y 4
6 5 7 6

Enfin, d'aprés la formule des probabilités composées

P(Bl N Ny

2

X =+

5

3

X
7

N
2
6

Bg)-l-P(Bl ﬂBszg)
4
5

3 2 1 1
P(X:?)):P(Bl)XPBI(BQ)XPBlﬂBZ(Bg):?XEX52£
Ce que I'on peut résumer par le tableau suivant :
i 1 2
4 I8 1 12 1
P(X = — | = —
X=2) 5 3|35
3. Calculer I'espérance et la variance de X.
On a donc - 4 18 12 1 45 9
() =0x g Flx g2 gptdx g =5=7
Par ailleurs, on a : A 18 1o . s 1
B =00 =41 =W R — P = = —
() = 0 g T X g F 2 X g 8 X =55 = 7
Donc, d'apreés la formule de Kénig-Huygens,
2
15 9 105 81 24
_ 2 2 _ 29 (93 _ U0 ol 2=
V(X) = BE(X") - B(X) 7 (7) 49 49 49

4. On rappelle que la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire compris entre 0 et 1.

(a) Ecrire une fonction Python permettant de simuler le tirage d'une seule boule dans cette urne.

On peut par exemple écrire :

def urne():
y=rd . binomial(1,3/7)
if y==1 :
return 'boule blanche’
else

1

return 'boule noire

(b) On suppose maintenant que I'urne contient 3 boules blanches, 4 boules noires et 5 boules rouges. Ecrire une fonction
Python permettant de simuler le tirage d'une seule boule dans cette urne.

On peut par exemple écrire :

def urne():
y=rd . random ()
if y<3/12
return 'boule blanche’
elif 3/12<y<7/12
return 'boule noire’
else
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return 'boule rouge'’

Exercice 6

, est-elle inversible ? Le cas échéant, calculer son inverse.

— N =
— = N

1
Soit la matrice A= | 1
2

On utilise la méthode de Gauss-Jordan.

11 2]1 00 1 1 21 00
1 2 1]0 1 of felerbuleclo2ln, g 1 1|1 1 0
21 1|0 0 1 0 -1 —3|-2 0 1
11 211 00
Lotlatla g 1 1|1 1 0
00 —4|-3 1 1

inversible. Poursuivons la méthode :

. 2 0O [—-1 1 1
L1<+2L1+Ls,Lo<——4Ls+Ls 0 74 0 1 73 1
O 0 —4|-3 1 1
4 0 0| -1 -1 3
Licthitla g 4 0 |1 -3 1
o 0 —4|-3 1 1
-1 -1 3
1 - - —
1 1 1 0 0 4 % 4
Li+4L1,La+—%Lo,Ls<—3Ls 1 0 -1 3 —_1
Do R
4 4 4
-1 -1 3
4 4
Onadonc A™! = -1 % -1
431 4 4
i
4 4 4
Exercice 7

Simplifier I'expression suivante :

1 1 In(1)
B=In ((x272x+1)§) *gln(xQ—l)Q/@e )

(z—1)?

; (1“ (m))

Bz%ln(m—l)z—%x;ln((m—l)(x—i—l)):

1 1 z—1
3 . z+1
Exercice 8

Posons F' = {P € Ry[z] | P(1) = 0 et P'(1) = 0}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ro[z] et en déterminer une base.

La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec tous ses pivots non nuls donc elle est inversible. On en déduit que A
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On remarque qu'on peut écrire F sous la forme suivante :

F={ar’+br+cERsfz]la+b+c=0, 2a+b=0}

soit
F={az’+bzx+ceRofz]|c=a, b=—2a}
soit
F = {az® — 2az + a € Ry[z]|a € R}
ainsi
F={a(x* -2z + 1) € Ry[z] |a € R}
donc

F = Vect(2® — 2z + 1).

On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de Ry[z].
On peut également en déduire que la famille (2 — 2z + 1) est génératrice de F. Comme elle est constituée d'un unique
vecteur non nul, elle est libre ainsi c'est une base de F'.

Exercice 9

Soit f la fonction définie sur R par

Montrer que f est dérivable sur R et calculer f.

1
1 _—
La fonction ¢ — —- est dérivable sur R’ la fonction exp est dérivable sur R donc par composée, la fonction ¢t — e 12
est dérivable sur R* et on a:
5 1
VteRY, f(t)= e 2.
La fonction ¢t — 0 est dérivable sur R* et on a:
vt e RY, f'(t) =0.
Etudions donc la dérivabilité de f en 0. On a :
t)— f(0 0-0
lim M = lim —— =0
t—0— t—0 t—0— ¢
et L
— T2
fim SO =FO) e
t—0+ t—20 t—0+ T
_ 1 1
Or ¢ - =t =2 ¢ posant X = 1 Or lim 1 = +o0o0 et lim = ( par croissance comparée donc par
t e(%)z eX? t t—0+ ¢ X oo eX?
composée
t) — f(0
o TO=FO)
t—0+ t—
Ainsi f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
On a donc ,
2 -0 .
f(t) = t—36 t sit>0
0 sit<0
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Exercice 10

Calculer I'intégrale suivante en posant le changement de variables ¢t = e”.

2 62:3
I :/ dxr en posant t = e”
1 1 — e

Indication : On pourra utiliser astucieusement le fait que t = ¢ — 1 + 1.

Posons ¢ = u(z) = e®. La fonction u est de classe C! sur R. On a dt = e*dz.
Siz=1t=eetsiz=2 t=e
On a également :

621 a2

t
A = Tdp = ——dt
l—er T 1 e T I

62 t
= —dt
[ =

2 2
Ct—1+4+1 ¢ 1
I:/ %dt:/ —1+1—tdt:[—t—ln|1—t|]z2:—e2—|—e—1n(62—1)+1n(e—1):e(l—e)—ln(e+1)

Ainsi

Calculons cette intégrale :

Lycée Charles de Gaulle, Caen 11/17] (© M. Fontaine



