ECG1, Mathématiques

Interrogation n° 18

26 février 2025

Corrigé : Interrogation n° 18
Exercice 1 Questions de cours
1. Compléter le tableau suivant :
Fonctions Primitives Fonctions Primitives
A (constante)
z* (@ € R\ {-1}) wu® (a e R\ {-1})
1 /
En particulier si a = —2, — 7u_2
x U
En particulier si L1 w
oa=——, — -
P 2’ /z Ju
u/
x w
e’ u'e"
cos(z) u’ cos(u)
sin(z) v sin(u)
1 u
1422 142
Fonctions Primitives Fonctions Primitives
A (constante) Az 4+ C
z¢ (a e R\ {-1}) i +C wu® (e e R\ {-1}) Lu‘”‘l—&-C’
a+1 a+1
1 1 ! 1
En particulier si a = —2, — —= —% —+C
z T U u
En particulier sia = —~, —— | 2/z+C “ 2V + C
: PN Ja
1 u
- In|z| +C — In|u|+C
x U
e’ e +C u'e? e+ C
cos(z) sin(z) + C u’ cos(u) sin(u) + C
sin(x) —cos(z) +C u’ sin(u) —cos(u) +C
! tan(z) + C u tan(u) + C
152 arctan(z [T arctan(u

2. Enoncer les deux versions de I'inégalité des accroissements finis.
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3. Donner les bases canoniques des espaces vectoriels suivants :
(a) R?
(b) M1 (R)
(c) Rafz]

. Enoncer la propriété de croissance de |'intégrale.

[S2 I 4

. Soit a € R4, recopier et compléter :
|z =0 <= ...

|z] <a <= ...
|z] >a <= ...

6. Soient A et B deux événements P(AUB) = ...

7. Soient deux fonctions f et g définies et dérivables sur R. Que vaut la dérivée de fog?

8. Soit f une application de E dans F' (des espaces vectoriels). Donner la définition de f est linéaire.

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes a |'aide des primitives usuelles :

1
1. 11:/ (2% — 32% + 42 — 5) dx.
0

Ona:
1
11:/ (2% — 32% + 42 — 5) dz
0

2t !
= [—x3+2x25x
4 0

1
=-_1+2-5
11+

_ —15
T4

4
Az +2
zg:/—ii—w%
2

2?2 4+r+1
! 2 1
Posons u(z) = 2 4+ 2 + 1. Alors, u'(z) = 2z + 1 et donc wiz) 2w+ . Ainsi,
u(z) a2+z+1
4o + 2 9w u'(x) .
2?2+r+1 u(x)
4z 4+ 2
Une primitive de z — 2:1:7—&— est donc donnée par :
2 +ax+1
x+—>2ln|z2+z+1 .
Et donc,
4
4z + 2
ity :/ #dz
5 T4+x+1
= [21n|z2 +z+ 1|];l
=2In(21) — 21In(7)
= 21In(3)
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Exercice 3
2
Calculer I'intégrale suivante a I'aide d'une intégration par parties : I = / tet dt.
0

Posons

Alors, par intégration par parties,

2 t12
= 2e 7[6]0
=922 —¢e?+1
=e?+1

Exercice 4

UO:1 u1:2,

On considére la suite : Pour tout n € N, donner |'expression de u,, en fonction de n.
Yn € N*  dupi1 = dup — Up_1. P "

On reconnait une suite récurrente linéaire d'ordre 2. On résout |'équation caractéristique associée :
2 —
4re—4r4+1=0

Cette équation se met sous la forme :
(2r —1)2 =0.

1 1\"
Ainsi elle posséde une unique solution rg = 5 Il existe donc (A, p) € R? tels que u, = (A + npu) <§> :

1
Utilisons les valeurs de ug et u; pour déterminer A et p. Ona:ug=A=1et u3 = (A+ p) x 3= 2. Ainsi

On a donc :

Exercice 5
Montrer que F = {(un) e RN | Vn € N, tpyo = nupq1 + un} est un sous-espace vectoriel de RY.

e On a clairement F c RY.
e Soit la suite nulle (uy,),, alors pour toutn € N,ona:u, =0etdoncVn € N, 120 =0=nx0+0 = nupt1 +up.
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e Soit A € R, soit ((n)n, (Vn)n) € F?, montrons que A(uyn)n + (v)n € F. On a :

Minya + Ungo = ANUng1 + Un) + n0pp1 +vn car ((Un)n, (Vp)n) € F?
= n(Mipt1 + Vnt1) + Au, + oy

Ainsi A(up)n + (vn)n € F.
L'espace F est donc bien un sous-espace vectoriel de RY.

Exercice 6

Déterminer une base de |'espace vectoriel :

x
F=q Y] eMiu®) | z+3y—2:—t=0
t
Commencons par déterminer une famille génératrice de F'. On a :
@ @
F= z EM4IR) | t=x+3y—2zp = i’ EMy1(R) | t==+3y—2z
t x4+ 3y — 2z
x 0 0 1 0 0
o 0 Yy 0 3 o 0 1 0 3
75 3y =2% 1 3 =2
1 0 0
0 1 0
F = Vect ol 1ol | 1 = Vect(eq, €2, €3).
1 3 —2
La famille est (e1, €2, e3) est donc une famille génératrice de F'. Montrons qu’elle est libre.
Soit (A1, Az, \3) € R? tel que Aje; + Aaes + Azes = 0. Cette égalité équivaut au systéme :
M =0
Ay =0
A3 =0
Al +3X —2X3=0
Ainsi \; = Ay = A3 = 0. La famille est libre et (e1, ea, e3) est donc une base de F.
Exercice 7
n+2 32k+1 2n
Calculer les sommes suivantes pour n € N* : S5, = o et T, = Z(kQ —3k+7).
; k=3 k=1
Indication : 3 x 9 X 2 = 2187
2 7 28
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Soit n € N*, on a :

Soit n € N*, on a :

Sn

Wiy, =

W3 w|3wl3

-SonlF =$lon (3) 5 ()
o ()

o (3 30 ()
56 )

[l LN

2n 2n 2n
Z k2 — 32 k+ Z 7  par linéarité de la somme
k=1 k=1

k=1
(2n)(2n+1)(2(2n) +1) 32n(2n +1) 7%

6 2
e 1?2(471 ) 3n(2n+1) + 14n
n(2n+1)(4n+1) 9n(2n+1) 14nx3
- +
3 3 3
(2n+1)4n+1) —9(2n + 1) + 42)

(8n2+2n+4n+1—18n—9+42)

(8n* — 12n + 34)
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