ECG1, Mathématiques Interrogation n° 15

24 janvier 2024

Interrogation n° 15

Exercice 1

1. Montrer que I'ensemble suivant est un sous-espace vectoriel de My 1(R) :

eEMy1R) | 24+3y—22—t=0

SRS SN

2. En déterminer une base.

Exercice 2

Aprés avoir déterminé le domaine de définition et étudié la dérivabilité des fonctions suivantes, calculer leur fonction dérivée :

1 f(x) :h{ii)_

arctan(x)
290 ="my
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Corrigé : Interrogation n° 15

Exercice 1

1. Montrer que I'ensemble suivant est un sous-espace vectoriel de My 1(R) :

eEMy1(R) | 24+3y—22—t=0

|
Il
SRS SN

e On a clairement F' C M4 1(R).

0
. 8 €Fcar0+3x0—-2x0—0=0donc F # 0.
0
I To
e Soit A\ € R, X; = gl €EFetXs= ZQ € F, montrons que AX; + Xo € F. On a :
1 2
tl t2
Ax1 + X2
_ | Avtye
AX1+ Xo = Py
A1+t
Ainsi

(Az1 +22) +3(Ay1r +y2) — 2(Az1 + 22) — (A1 +t2) = Ma1 + 3y1 — 221 — t1) + 22 + 3y2 — 220 — Lo
=Ax04+0 car (X1, X,) € F?

=0.
Onadonc \X; + Xo € F
F' est bien un sous-espace vectoriel de My ;(R).
2. En déterminer une base.
Commencons par déterminer une famille génératrice de F. On a :
2 2
F = Z eEMy1R) | t=2+4+3y—22zp = Z eEM(R) | t=2+3y—2z
t x4+ 3y — 2z
T 0 0 1 0 0
- 0 Yy 0 3 . 0 1 0 3
T 3y —22z 1 3 —2
1 0 0
0 1 0
F = Vect ol lol ] 1 = Vect(eq, €2, €3).
1 3 —2
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La famille est (e1, ez, e3) est donc une famille génératrice de F'. Montrons qu'elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R? tel que A\ie1 + Asea + Azez = 0. Cette égalité équivaut au systéme :

A =0
A2 =0
A3 =0

A +3X —2X3=0

Ainsi Ay = Ay = A3 = 0. La famille est libre et (e1, €2, e3) est donc une base de F'.

Exercice 2

Aprés avoir déterminé le domaine de définition et étudié la dérivabilité des fonctions suivantes, calculer leur fonction dérivée :

La fonction 2 +— In(z) étant définie sur RY, il faut commencer par déterminer le signe de };—;” pour déterminer le
domaine de définition de f. Dressons le tableau de signe de ce quotient :

T —00 -1 1 +o0o
Silgn_e;je + 0 _
diig}% - * 0 -

On déduit Dy =] — 1, 1].
Les fonctions z +— 1 — x et @ — 1 + = sont dérivables sur | — 1,1[ et  — 1 + x ne s'annule pas sur | — 1, 1[. Ainsi

le quotient x — }jr—; est dérivable sur ] —1,1[ (et a valeurs dans R* ). La fonction z + In(z) étant dérivable sur

R%, on en déduit que f est dérivable sur ] — 1, 1[ par composition.
Remarquons que pour x €] — 1,1[, on a :

f(z) =In(1 —z) —In(1 + ).
On a alors Vz €] — 1, 1],

-1 1 —(l42)-Q1-z) -2
I 1— 22 1= 22

arctan(z)
2. g(x) = ———

La fonction z — 22 + 1 est définie sur R et ne s'annule pas sur R. La fonction arctan est définie sur R. Ainsi la
fonction g est définie sur R.

La fonction = — 2 + 1 est dérivable sur R et ne s'annule pas sur R. La fonction arctan est également dérivable
sur R donc par quotient la fonction g est dérivable sur R. On a Vz € R,

/( ) 1+112 X (xQ =+ 1) — arctan(x) X 2x 1 — 2x arctan(x)
g\r) = —

(x2 +1)2 (a2 +1)2
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