ECG1, Mathématiques Interrogation n° 14 14 janvier 2025

Interrogation n° 14

Exercice 1
x

On consideére I'espace suivant : F' = y| EMs1i(R) | —2y—2=0
z

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3 1(R).
2. Déterminer une famille génératrice de F'.

3. En déduire, une base de F'.

Exercice 2

Dans I'espace vectoriel R3, on considére les vecteurs :
u=(0,1,1), v=(2,0-1), w=(21,1).

1. Montrer que la famille (u,v,w) est une base de R3.

2. Quelles sont, dans cette base, les coordonnées du vecteur t = (4,—1,1)7
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Corrigé : Interrogation n° 14

Exercice 1
x

On consideére I'espace suivant : F' = y| EMs1i(R) | z—2y—2=0
z

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3 1(R).

On applique le Corollaire 18.1 pour montrer que F' est (ou non) un sous-espace vectoriel de M3 1(RR).
e On a clairement F' C M3 1(R).

0
e 0—-2x0—0=0donc |0] € F. Ainsi F # (.
0
T T
e Soient X=|y|eF, X=[j]|€FetAcR Ona:
z z
e+
M +X= | +7
Az + 2

De plus,
A+2)-20y+9)—Az+2) =Nz —2y—2)+ (2 —2§— 2)
=Ax0+0=0 carX,XeF

Ainsi \X + X € F
Nous venons donc de montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3 1(R).

2. Déterminer une famille génératrice de F’

On peut modifier |'écriture de |'espace F' :

7 7
F= y| EMsi(R) | 2 —2y—2=0, = y EM31(R) | z=2y+=2
z
2y +z 2y z 2 1
F= y J(y,2) €ER? 3 = y|+10 2)eRy = yl1]+2]|0],(y,2) €R?
z 0 z 0 1

F = Vect = Vect(v1, v2).

La famille (v1,v2) est donc une famille génératrice de F'.

3. En déduire, une base de F'.
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La famille (v1,v2) est génératrice de F', montrons que la famille (v1,v2) est libre. Elle est composée de deux vecteurs
non colinéaires donc elle est libre.
En conclusion, la famille (v, v2) est une famille libre et génératrice de F, c’est donc une base de F'.

Exercice 2

Dans I'espace vectoriel R3, on considére les vecteurs :
u=(0,1,1), v=(2,0,—1), w=(2,1,1).

1. Montrer que la famille (u,v,w) est une base de R3.

Montrons que cette famille est libre. Soit (A1, A2, A3) tel que Adju + Av + Asw = 0. On obtient alors le systéme

suivant :
20 + 2X3 = 0 A1 — Ay + A3 = 0
A1 + A3 = 0 = 20 + 2X3 = 0
Al — A2+ A3 0 A1 + X3 = 0

On effectue I'opération L3 < L3 — L1, on obtient le systéme équivalent suivant :

A — Ao+ A3 = 0
2 2 + 2)X3 = 0
A2 = 0

Le systéme est maintenant échelonné, on le résout et on obtient : Ay = Ay = A3 = 0. La famille est donc .
Montrons que cette famille est génératrice. Soit X = (z1, 22, x3), on cherche (A1, A2, A3) tel que Aju+Aov+Agw =
2. On obtient alors le systéme suivant :

22X 4+ 2X3 = a3 A1 — Ay + A3 = I3
A1 + )\3 = T2 < 2+ 2/\3 = I
Al — A 4+ A3 = x3 A1 + A3 = 1

On effectue I'opération L3 < L3 — L1, on obtient le systéme équivalent suivant :

/\1 — /\2 T /\3 = I3
200 4+ 2\3 = T
A2 = T3 — 13
R : , , , . 1
Le systéme est maintenant échelonné, on le résout et on obtient : \; = —§z1 + 2x9 — X3, Ao = X9 — X3 et

1

A3 = §x1 — o + x3. Le systéme posséde une solution donc la famille est bien | génératrice |.

2. Quelles sont, dans cette base, les coordonnées du vecteur t = (4,—1,1)7

3

En reprenant les calculs menés précédemment avec 1 = 4, o = —1 et 23 = 1, on obtient :
t = —5u— 2v + 4w.

Les coordonnées du vecteur ¢ dans cette base sont donc | (=5, —2,4) |

)
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