ECG1, Mathématiques

Interrogation n° 11

6 décembre 2023

Exercice 1

Déterminer les limites suivantes :

2
1. lime

3. lim —————
e In(x)
222 — 1
4. lim i 3z +
z—t+oo 222 —1
e’ +2xr—1
im ————
z—+oo 22 + In(z)
2?2 —x—2

6. il—>ml z—1

Exercice 2

Montrer que I'équation In(x) = 2 — x admet une unique solution o dans R .

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [0; 4o0] par f(z) = /x + 2z + 2.

1. Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J a déterminer.

Interrogation n°11

2. Question bonus. En déduire le nombre de solutions de I'équation :

12
VT

1
/-
™ ™

Lycée Charles de Gaulle, Caen

1/4

(© M. Fontaine



ECG1, Mathématiques Interrogation n° 11

6 décembre 2023

Corrigé : Interrogation n°11

Exercice 1

Déterminer les limites suivantes :

1.

2.

2
lim e* —*
T—2
. - . . 2_
On a lim (2 — 4) = 0. Par composée de limite, on obtient lim e” ~* = 1.
T—2 T—2
. e’
lim

zo—ox?2 —x 41

Au numérateur, lim &® =0.

r—r—00
xr
Au dénominateur, lim (a:2 —x+1) = 4o00. Ainsi, lim 267 = 0.
T——00 z——oc0o g% —x + 1
-2
3. lim ————
z—0 x — In(x)
Au numérateur, lim (z — 2) = —2.
z—0 9
Au dénominateur, lim z — In(z) = +oo. Ainsi, lim =L 0.
—0 r—0 xr — ln(:v)
222 -3 1
4 iy o ortl
z—too 272 —1
A priori, il s'agit d'une forme indéterminée. On factorise par le terme prépondérant au numérateur et au dénominateur,
a savoir z2. On obtient :
202 -3z +1 22(2-3+L%) 2-34%
202-1 22(2-%)  2-%
3 1 2x2 — 3 1
Ona lim >=0et lim — =0.Ainsi lim = _°*+*1_
z54 00 z—+oo 2 z—too 212 — 1
e’ +2x—1
5. lim —————
z—+oo 2 + In(x)
A priori, il s'agit d’une forme indéterminée. Factorisons par le terme dominant :
Fm=1 _ P[lh R ) e (L o
FIRE) (14 Eg) P\ 1
. i . 2z . . . 1 o
Par croissance comparée, on a : lim — =0 et on sait aussi que lim — = 0. Ainsi
z—+oo e¥ z—~+oco e¥
2x 1
zkﬁloo(lu—z‘e—z) -
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. 1
De plus, par croissance comparée, on a : lim n(za:) =0 donc
x—+oc0 I
1
lim <1+ n@) =1
x——+00 ap

Par quotient, on a :
42— &
hm ﬁ = 1
r—+o0 1 + 2
xT

e ..
m — = +o0. Ainsi

Par croissance comparée, li
T—>+oc0

e +2x—1
im —— = +o0.
z—+oo 22 + ln(ac)

Au numérateur, lim (2% — z — 2) = —2.
=il

Au dénominateur, la fonction n’étant pas définie pour z = 1, il faut distinguer les limites & gauche et a droite.
Ona lim 2 —1=0" et lim 2 —1=07. Ainsi,

r—1— rz—1+
2 —x—2 . x2—x—2
lim =400 et lim = —00
z—1- x—1 z—1+t  x—1

Ainsi cette fonction n'admet pas de limite en 1.

Exercice 2
Montrer que I'équation In(z) = 2 — = admet une unique solution o dans R? .

Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) =z — 2+ In(x).
La fonction f est continue et méme dérivable sur R} . On a Vz € RY, f'(z) = 1+ % > 0. Ainsi la fonction f est
strictement croissante sur R* . De plus, lim f(z) = —oo et lim f(x) = 400, ainsi 0 €] lim f(z), lim f(x)] donc
z—0 z—>+00 z—0 T—>+00

d’aprés le corollaire du théoréme de la bijection, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans R

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur I'intervalle I = [0; +oo] par f(z) = vz + 2z + 2.

1. Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J a déterminer.

La fonction f est continue sur I comme somme de fonctions continues. Etudions ses variations. Soit 2 €]0; +o0],
ona:

1 144z
!/
= — 2 =
Or pour tout = €]0; +o00[, v/z > 0, ainsi f'(z) > 0 et la fonction f est strictement croissante.
De plus, on a f(0) =2 et ligl f(x) = 400. D'aprés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de I vers
Tr—r+00
[2; +ool.
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2. Question bonus. En déduire le nombre de solutions de |'équation :

1 2 1
Nt Gl
On a pour z > 0,
1 2 1 m—2zx 1 T — 2%
\/577\/577 e - 7 VI =712z Vei2z =7 flx)=n+

La fonction f réalisant une bijection de [0; +oco[ vers [2;4+o00[ et m + 2 € [2;+00[, |'équation admet une unique
solution dans [0; +oo].
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