ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°5

Mai 2024

Corrigé du DS n°5

Exercice 1

1. Avec le systéme complet d'événements (Ry, Vo, Jo) , et en appliquant la formule des probabilités totales, on a :

P(Ry)=P(RoNRy)+P(VoNRy)+P(JoNRy)

P
= P (Ro) Pr, (R1) + P (Vo) Py, (R1) + P (Jo) Py, (B1)
l 1 2 1 1 6 2

3

3
“5T3*5T3*57 157 5

Ainsi, la probabilité de tirer une boule rouge au premier tirage est | P(R1) =

De méme, on obtient pour P (V7) :

P (V1) = P (Ro) Pr, (V1) + P (Vo) Pv, (V1) + P (Jo) Py, (V1)
—1><1+1><2+1><2—5—1
35 375 375 15 3

Ainsi, la probabilité de tirer une boule verte au premier tirage est | P(V4) =

Comme (Rq, V4, J1) est un systéme complet d'événements, on a :

2 1 15—-6-5 4
P()=1-P(R)—-P(Vi)=1-2—_ —
(J1) (B1) = P (1) 5 3 15 15
Ainsi, la probabilité de tirer une boule jaune au premier tirage est | P(J1) = |

2. On cherche P (V4 N V2N V3). Avec la formule des probabilités composées :

P(Vlm‘/QmVB):P(Vl)XPVl (VQ)XPVN“&(%):

4
Ainsi, la probabilité que les trois premiéres boules tirées soient vertes vaut

3. (a) Comme (R, V,, Jp) est un systéme complet d'événements, on a :

Ainsi (1, + vy + jin = 1].

(b) On considére le systéme complet d'événements (R, V,,, J,,). Alors, en appliquant la formule des probabilités totales,

on obtient :
Tn+1 = P (Rn+1) = P (Rn M Rn+1) + P (Vn M Rn+1) + P (Jn M Rn+1)

= P(R,) Pr, (Rpi1) + P (V) Py, (Ruy1) + P (Jn) Py, (Ruy1)

><3+ ><2+'><1
=Tn = Un = n =
5 5 "5

Or d'aprés la question précédente, on a j, =1 — r,, — v,, on en déduit que :

N NS NSNS
'n = 5Tn 5’Un 5 Tn Un) = 5Tn 5Un 5
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Aini 2 1o
insi | 741 = =7Tn + =vp + = |.
Tl = gln T 5tn T g

Pour vy, 11, on a de la méme fagon,

Upt1 = P (Vag1) = P(Rn) Pr, (Vat1) + P (Vo) Py, (Viy1) + P (Jn) Py, (Vagr)

= X =+ ><2+' ><2
77”!74 5 Un 5 .]’IZ 5
_1 +2 +2(1 )
—57"n 5Un 5 Tn — Un
1 +2
:——’rn —_
5 5

. 1 2
Ainsi E}n+1 = —ng + g}

Nous sommes alors en mesure d'exprimer r,12. En utilisant, I'expression de 7,1, on obtient :

2 1

Tnt2 = gTn+1 + 5 Un+1 + 5

Il reste alors a remplacer v, 1 par son expression, on a :

2 1 1 2 1 2 1
Tnt2 = cTpyp1 + o | =g+ ¢ | + 5 = —Tn+l1 — 5zTn T

) 5 5) 5 5) 25

5 25 25

Pour toutn >1,onar, = u, + 1—76 Alors, avec la relation précédente,

. . 2 1 7
En résumé, on a obtenu que |7r10 = =Tp11 — —7rn + — |

2 1 7 7 2 7 1
Tnt2 = £l = otn + op S tnga + 7o = (Unp1+ 5 | — o | Un t+ 36

5 25 25 16 16

- n 7 n 14 1 7 n
Un — = —u, — = — Uy — ——
U165 TR0 25" 400 1 25
- n 2 1 70— 74112
Up — = Uy — Uy ———————
216 5 T 25 400
- n 7 2 1 n 175
Un — = Uy — o Up
716 5 T 25 T 400
o 2 1
Upto = —Upt1 — —Up
LT
175 7 x 25 7
car — = = —
400 16x25 16
Ainsi, (u,) est une [suite récurrente linéaire d'ordre 2] .
2 1
L'équation caractéristique associée 4 la suite (u,) est 2° = Z2 — — donc (z — %)2 =0.

5 25
Il'y a donc une racine double zy = £. Ainsi il existe A et p tels que :

Y = 1,u, = (An+ p) (é) .

72 7 32-35

3
Oru;=r; — -5 16~ 80 ~ 80 (en utilisant la question 1.).
7 32 7 16x32-7x75 512-525 13
EtuQ:TQ——:———: = = —
16 75 16 1200 1200 1200

_ 3 x 1y 3
ul——%—( X —l—/L)X g " )\+u:__

2 13
13 1 2N+ p=——
u2:—1200:()\x2+u)><(3) +u 13

v
25

9

48

(en utilisant la question 2.). On a donc :
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~13+9 4

En faisant Ly — L1, on obtient : \ = TR

-9+4 -5
48 48"

—4dn—5 (1\"
Final t, VvV N* |up = —— | = .
Inalement, vn € EL 13 <5>

Avec Ly, on adonc: =

On en déduit alors |'expression de r,,. Pour Vn € N*, Eﬂn =

4. Python

def ChoixUrne():

if np.rand()< 1/3
y=1

elif 1/3<np.rand()<2/3
y=2

else
y=3

return vy

O~NO A WNRRY
N’

—

CO~NOOOCT P~ WN Ho
~

def urneRouge():

if np.rand()<3/5
y=1

elif 3/5<np.rand()<4/5
y=2

else
y=3

return vy

~

def urneVerte():

if np.rand()<2/5
y=1

elif 2/5<np.rand()<4/5
y=2

else
y=3

return y

def urnelJaune():

if np.rand()<1/5
y=1

elif 1/5<np.rand()<3/5
y=2

else
y=3

return y

O~NOUTRARWNRE O~NOGRWNRTD
N

—
(¢]

O O WOWNOOOT P WN R
N—r

def Simu(n):
y=ChoixUrne ()
for k in range(n):
if y==
y=urneRouge ()
elif y==2 :
y=urneVerte ()
else
y=urneJaune()
return vy

[y

Lycée Charles de Gaulle, Caen 3/10

(© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°5 Mai 2024

Exercice 2

1. La fonction x — 1 + x est définie et de classe C* sur | —1, 400 et a valeurs dans ]0, +00]. La fonction In est définie et

de classe C* sur |0, +oo[ donc par composition, la fonction f est [de classe C* sur | —1, +oo[].

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, la propriété

(1) (n - 1)!

P(n): « Vz €] —1,400], M(g)y=+—2 7y

() « Va €] ) =

est vraie.

Initialisation Pourn=1etz €] — 1,400 ona f'(z) = 1_+1 et ((12;(;' = 1—%@ donc P(1) est vraie.

Hérédité Soit n € N*. Supposons P(n) vraie. Montrons qu'alors, P(n + 1) l'est aussi. On a, pour z €] — 1,+0o0|,
frth(z) = (f(n))/ (z). En utilisant I'hypothése de récurrence, il vient donc

w1y = (CU" L= Dl=m) _ ()
A e (e L B (S

Donc P(n + 1) est vraie.

. . o . —1)"(n—1)!
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on a Vn € N*, (f(") (x) = %}
€T n

2. (a) Soit z € [0,1] et soit ¢t € [0,x]. On a alors

(=1)"n!
(14 t)ntt

n! |
DR

cart > 0 et donc

‘f(nJrl)(t)‘ _ ’

1
— <1
1+t

En conclusion, n! est un [majorant de ‘f(”+1)| sur [O,x]].

(b) f est de classe C* sur ] — 1,4+00[. On peut donc lui appliquer I'inégalité de Taylor Lagrange a I'ordre n. Grace a la
question précédente, on obtient
nlg” 1

s (n+1)!

n (k) k
In(1+x) — Z ! ]i?)x
k=0 )

Or, f(0) =0 et pour tout k > 1, f*)(0) = (=1)*=(k — 1) ! d'aprés la question 1. Donc,

FOO) (1)t

k! k

et en reportant dans I'inégalité précédente, on obtient,

n (71)k—1zk gt
Vo >0, 1n(1+z)fz A <n+1.
k=1
3. (a) Soit z € [—1,0]. Soit ¢ € [x,0]. On a alors
—1)"n! n! n!
(n+1) (4 ’ _ | _ < t>
’f ( ) }(1 +t)n+1 (1 +t)n+1 X (1 +.I')77’+1 cCart =2 x
!
En conclusion, (lJrnﬁ est un [majorant de | f 1] sur [x,O]].
x

(b) On reprend le raisonnement de la question 3.(b) en changeant le majorant de | f"*!|. On obtient

n -1 k—1,.k ! n+1 n+1
ln(1+$)_z( ) < n!|z| . || .
= k (n+ N1 4 x)nt (n+1)(1 4 x)~t
On obtient donc :
n (_1)k—1xk |$|n+1
Ve >0, |In(1 — < .
x n(l+ ) 2 L (n+ (1 + z)n 1

4. Soit z € [—1,1]. Raisonnons par disjonction des cas.
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e Siz e [-1,0], alors I'inégalité de la question 3(b) est valable. Comme z > —1/2, on a —z < 1+ & et donc

( |$| )n+1 B ( —r )n+1 <
1+ C\l+4=z S
|$|77,+1

%
(n+1)(1+ z)"*t! notoo

Il vient alors que

0

et par le théoréme d’encadrement, on obtient que

n -1 k—1,k
T oY Gl ) el

n—-+oo kj
k=1

=1In(1 + z).

e Sinon, z €]0, 1] et c'est 'inégalité de la question 2(b) qui est valable. Comme 0 < 2 < 1, on a 2! < 1 et donc

:L.nJrl

%
n+1 n—+oo

Le théoréme d'encadrement permet également de conclure.
En conclusion, on a bien montré que pour z € [—3,1],

n -1 k—1,.k
T oY Gl ) e

n—-+oo k
k=1

=1In(1 + z).

5. Python

1 |def f(x):

2 y=np.log(x+1)
3 return y
Exercice 3

1. Un exemple -
(a) Soit A € R et soient X = (x,9,2) € R® et X' = (2/,y/,2') €R3, ona:

FOX +X') = f(A=,y,2) + (2, ¢, 2))
=fAz+2 y+y, Az +2)
=M+ +dy+y —20z+ ) e+ +dy+y 20+ ), e+ 2+ y+y — 2002+ 7))
=Nr+y—22)+2" +y -2 No+y—22)+2 +y -2 Mo +y—22)+2" +y —22)
A (@ 3.2) + g7

L'application f est donc bien .

(b) Soit (z,y,2) € R3. On a

foflwy, z)=f(f(z,y,2))
=flz+y—2z,2+y—2z,x+y—2z2)
=(x+y—2z+x+y—2z—2(x+y—22),%, %)
= (0,0,0).

Cela signifie que f o f est [I'endomorphisme nul de R3].

(c) Soit (z,y,2) € R3. Alors (x,y,2) € Ker(f) <= x+y — 22 =0 <= x = —y + 2z. Ainsi on trouve

Ker(f) = {(—y +2z,y,2) | (y,2) € RQ} = Vect((-1,1,0),(2,0,1)).
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La famille (—1,1,0),(2,0,1) est génératrice de Ker(f) par définition et libre car composée de deux vecteurs non-

colinéaires. Ainsi c'est une | base de Ker(f) |

Comme la famille (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est une famille génératrice de R, on en déduit que

Im(f) = Vect(f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1))
= Vect((1,1,1), (1,1,1), (—2, -2, —2))
= Vect((1,1,1)).

La famille ((1,1,1)) est génératrice de Im(f) par définition et libre car composée d'un seul vecteur, qui est non-nul.

Donc c'est une | base de Im(f) |.

Ona(1,1,1) = (-1,1,0)+(2,0,1). Ainsi (1,1,1) € Ker(f) et donc Vect(1,1,1) C Ker(f) car le noyau est un espace
vectoriel. On a bien : Im(f) C Ker(f).

Remarque : On aurait aussi pu calculer f(1,1, 1) et vérifier que cela faisait bien Ogs pour montrer que (1,1, 1) € Ker(f).
D'apres la question 1.(c), on voit que dim(Ker(f)) = 2. De plus la famille ((3,2,1)) est génératrice de Vect((3,2,1))
et libre car composée d'un unique vecteur, qui est non-nul. Donc cette famille est une base de Vect((3,2,1)). Ainsi
dim(Vect((3,2,1))) = 1. On obtient donc

dim(Vect((3,2,1))) + dim(Ker(f)) = 1+ 2 = 3 = dim (R?)

Soit u € Vect((3,2,
f(u) = Opgs soit f(3\

Ker(f), alors il existe A € R tel que u = A(3,2,1) = (38X, 2, A). De plus, u € Ker(f) donc
3A =0 puis que u 0

)N
2\, A) = (0,0,0) i.e. (3A 42X — 2X, 3\ + 2X — 2X, 3A + 2X — 2)) = (0,0,0). On en déduit que
0,0,0). Ainsi on a montré que

1
=

Vect((3,2,1)) N Ker(f) = {(0,0,0)}

Ainsi on a bien [Vect((?), 2,1)) @ Ker(f) = ]R?’]

2. Un premier résultat -

(@)

Soit z € Im(f). Alors il existe a € E tel que = f(a). Ainsi

f(x) = f(f(a)) = fo f(a) =0(a) =0p.

Donc x € Ker(f). On a ainsi montré que | Im(f) C Ker(f) |.

Comme f n'est pas I'endomorphisme nul, on a Im(f) # {Og} et donc dim(Im(f)) > 1. De plus d'aprés ce qui précéde
et le théoréme du rang

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) = 3 — dim(Im(f)) ie 2dim(Im(f)) < 3.

On en déduit que
1 < dim(Im(f)) <

N W

Ainsi on a bien | dim(Im(f)) =1

Comme z € Im(f) on en déduit que Vect(z) C Im(f) (car Im(f) est un espace vectoriel). De plus, comme x est un
vecteur non-nul, on a dim(Vect(z)) = 1 = dim(Im(f)). Ainsi [Vect(x) = Im(f).]

Comme f(a) # 0g alors a # 0 et donc dim(Vect(a)) = 1. De plus d’aprés le théoréme du rang
dim(Ker(f)) =3 — dim(Im(f)) =3 —-2=1.
Ainsi on en déduit que
dim(Vect(a)) + dim(Ker(f)) =1+ 2 =3 = dim(F)

Soit y € Vect(a) N Ker(f). Alors il existe A € R tel que y = Aa. De plus, y € Ker(f) donc f(y) = 0g. Or
fly) = f(Aa) = Af(a) = Az. On en déduit que Az = 0. Comme z # Op alors A = 0 et donc y = Og. On a ainsi
montré que

Vect(a) NKer(f) = {0g}

On a donc bien (Vect(a) ® Ker(f) = Ej

3. Un deuxiéme résultat -
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(@)

Pour les mémes raisons qu'a la question précédente on a Im(f) C Ker(f) et dim(Im(f)) > 1. Ainsi d'aprés ce qui
précéde et le théoréme du rang

dimn(1n(f)) < dim(Ker(f)) = 4~ dim (T ()
On en déduit que
1 < dim(Im(f)) < 2ie  dim(Im(f)) € {1,2}.

On a toujours Im(f) C Ker(f). Par ailleurs, d'aprés le théoréme du rang

dim(ker(f)) = 4 — dim(Im(f)) = 4 — 2 = 2 = dim(Im(f)).
Ainsi on a montré que |Im(f) = Ker(f)|
Montrons que la famille (a1, az, 71, x2) est libre. Soit (A1, A2, p1, p2) € R* tel que

Aar + Agag + piT1 + peze = 0g.

En appliquant f on obtient
J(0r) = f(Aa1 + Xaag + p1xy + pows)
= A f(a1) + Aaf (a2) + pa f (21) + paf (z2)
= Mz1 + Aox2 + pa f (f (a1)) + paf (f (a2))
= A\121 + A2x2

On obtient donc A1x1 +Aaza = 0. Comme la famille (21, 22) est une base de Im(f), elle est libre et donc A; = A2 = 0.
En injectant cela dans (x), on obtient py 21 4 poxe = Op, ce qui nous donne pour les mémes raisons que précédemment

w1 = pe = 0. Ainsi la famille (a1, a2, z1, z2) est libre. De plus elle a 4 = dim(E) éléments. C'est donc une .

Comme la famille (a1,as2) est une sous-famille de (a1, as,x1,2), elle est libre. C'est donc une base de Vect (a1, as2).
De plus (1, 2) est une base de Im(f) et Im(f) = Ker(f). Donc (z1,22) est une base de Ker(f). En concaténant ces

deux bases, on a obtenu une base de E (d'aprés la question précédente) donc on a bien [Vect (a1,a2) ® Ker(f) = E]

Probléme 1

Partie 1

1. (a)

Soient t € [0,1] et n € N, on a 1 +t? > 1 donc par croissance de x — z™ sur Ry, on a (1 + t?)" > 1™. De plus,
(14 *)™ > 0 donc
Par décroissance de la fonction inverse, on a :
0< L < 1
~ (1+ﬁ2)n+1 ~ (1+ﬁ2)n

Par croissance de I'intégrale sur [0, 1], on a donc :

0 < Un+41 g U -

Ainsi la suite (up)nen est [décroissante et positive].

Etant décroissante et minorée par 0 (car positive), la suite (u,)nen est ( convergente]d’aprés le théoréme de convergence
monotone.

Posons pour z € [0,1], f(z) = e*/2 — 1 — . La fonction f est dérivable sur [0,1] et on a, pour tout = € [0, 1],
1 e?/2 —2
/ i z/2 1=
Soit = € [0, 1] alors, par croissance de la fonction exponentielle,
1/2
, e 2
<
7)< S
el/2 2 e — V4
Or = Ve — Vi et comme e ~ 2.7 < 4 et que la fonction racine est croissante sur R, on en déduit que

2
f(z) <0 pour z €[0,1].
Ainsi la fonction f est décroissante sur [0, 1] et comme f(0) = 0, on en déduit que pour tout = € [0,1], f(z) <0 i.e.
v/2 L1+
e?/? g x.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 7/10] (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°5 Mai 2024

(b) Soit n € N et soit ¢ € [0,1] alors t* € [0,1] et on a, d’aprés la question précédente,
etQ/2 <1+

Or x + z™ est croissante sur R, on a :
+
2
"2 (182",

Orzw— % est décroissante sur R, donc :
2 1
e—nt /2 >
Z v oy

et on conclut,par croissance de I'intégrale sur [0, 1], que :

1
ung/ e /24y,
0

+o0 2
. ) ) ' ) . ne? [ 27
(c) Utilisons le résultat rappelé dans I'énoncé avec a = %, on obtient : / e M2q = /22|
n
— 00

(d) D'apres la question 1.(a) et I'inégalité montrée a la question 2.(b), on a que pour tout n € N,

1
0<u, < / et /2q¢
0

—+o0

. 2 - T —nt? P
Or la fonction ¢ — e~ /2 est positive et I'intégrale / e " /24t converge, on peut donc écrire que :
— 00

+oo 9
0<uy < / e /24t

— 00

Ainsi d'aprés la question 2.(c), on a:

2T
0<uy </ —.
n
. 27 . L , -
Or lim — = 0 donc, d’aprés le théoréme d’encadrement .
n—-4o0o n n—-4o0o

Partie 2

3. La fonction ¢ +— (1 + t2)™ est continue et positive sur R et ne s'annule pas sur R, donc la fonction ¢ m est

continue et positive sur R. Ainsi |'intégrale est impropre en +oc.
Ona:
1+t2 ~ t?carl = o(t?)
—+o00 —+o0

donc par passage a la puissance puis a l'inverse :
1 1

(1+12)" +00 20
Remarque : il s’agit du premier équivalent que I'on calcule donc on détaille bien les étapes. Si un calcul similaire se présente
par la suite, on pourra aller plus vite.

1

+oo too
Or/ tz_ndt est une intégrale convergente car c'est une intégrale de Riemann avec 2n > 1 donc I’intégrale/ mdt
1 0

est | convergente |.

4. (a) Soient n € N* et t € [1,+o0[, on a alors 1 +¢2 > t? > 0. En appliquant ensuite la fonction = — 2™ qui est croissante
sur Ry, puis la fonction inverse qui est décroissante sur R, on obtient :
1 1

0 =05 S
(1+t2)n

n

Par croissance de l'intégrale sur [0, 400 (qui est licite car toutes les intégrales sont convergentes), on a :

+oo 1
0<In</1 St
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+oo 1 ﬁ—2n+1 M 1
Or / —-dt = lim = . On obtient alors I'inégalité demandée, a savoir :
1 ten M—+oo | —2n+1], 2n—1

1
on—1"

1
(b) On sait que lim = 0 donc d'apreés le théoréme d’'encadrement, .
n—+oo 21, — 1 n—-+o00o

(c) I, et J, sont deux intégrales convergentes donc a I'aide de la relation de Chasles, on peut écrire que :

VneN*, 0<1I,<

Jn =1, +uy.
Or (I)n et (un)nen convergent vers 0, on en déduit donc que
M 1

5. P M € R, et effect intégrati ti ———dt
(a) osons + €t erfectuons une integration par parties sur/o (1 n t2)"
Posons u(t) = m

sur Ry etona:
M M M 2
1 t t
dt = 2 it
/o 1+ ) {<1+t2>n]0 " "/ (1 + )t
M M2 Mo
=—+2 ———dt+ 2 ——dt
eSO ”/0 Tt ”/0 (Lt 2y

—M+2/M1dt/M Y
IR R ¥ (e o e (RO

1 M

1 _
OF TR 3y 2o 3T €l iy = O done im0
De plus, pour tout entier naturel n non nul, J,, est convergente donc :
M 1 M 1
li ———dt=J, et li ————dt = Jp11.
Mot Jy 12 " St )y ey ntl

On en déduit donc la relation demandée, a savoir :

Vn e N*,  J, =2n(J, — Jny1).

(b) Jy = L - Yy arctan(t)]M =| 2
T 1+ T Moo o (1+12) T Moo Ao = 5 )
(c) D’aprés la question 5.(a), on a pour tout n € N*,
In
; == 2(Jn - Jn+1).
Ainsi pour tout n € N*,
T Z (Ji = Jk+1)
k=1 k=1
=2(J; — Jpt1)  par télescopage
=TT — 2Jn+1

n

. J] . : J,
Or hm Jn+1 = 0donc lim 2k — 7. Ainsi la série E 2= est (convergente| et
n——+oo n—-+oo k n

k=1 neN*

et v/(t)=1.Onau/(t) = —2nt(1+t3)"""1 et v(t) = t. Les fonctions u et v sont de classe C*

(d) On peut proposer la fonction suivante :
1 |def suited(n)
2 J=np.pi/2
3 for k in range(2,n+1)
4 J=J—(1/(2*%(k—1))xJ
5 return J
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2n
6. Montrons le résultat par récurrence et posons pour n € N, P(n) : « Jp11 = g X (4%) »
2x0
us ( 0 )
2 4()
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
D'apres la question 5.(a), Vn € N*, J, 11 = J, — %Jn. AinsiVn € N, Jpy0 = Jpt1 —

Initialisation (n =0) J; =75 et J x =2 x1=Z. Ainsi P(0) est vraie.
)

1 :
mJnH- On a donc :

2n
7)> X g X (4’;) par hypothése de récurrence
(2n+1)(2n)!
(n+1)x2xn!xn!x4r
2n+ 1D)!(2n+2)
2(n+ 1! x nl x 4" x (2n + 2)
" (2n +2)!

4+l (n+ 1)I(n+ 1)!

Cosr)

4n+1 :

\
I T N e R NN B R Y B R N
2o
I3
+ |+
| =

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
()
Conclusion Vn € N, J, 11 = T X s,
2 4n
Partie 3

7. (a) Notons succes I'événement "obtenir pile", sa probabilité est de % car la piéce est équilibrée. On lance 2n fois la piéce

de maniére identique et indépendante, X,, est alors égale au nombre de succés, ainsi | X,, < B(2n, %) .

(b) On remarque que P(X,, =Y,,) = P(X,, =n) puisqu'on lance 2n fois la piéce, ainsi on a :

== () (8 < (1-8) = ()3 - () -2

On obtient donc I'égalité demandée. Or 1irﬁ1£1 Jnt1 =0 donc[ lim P(X,=Y,) = 0].

n— n—-+o0o

(c) On remarque que X, + Y, = 2n. Ainsi :
P(X, <Y,)=P(2X, <2n)=P(X,<n) et P(X,>Y,) =DP(2Y, <2n)=P(Y, <n).

Or on peut montrer avec les mémes arguments qu'a la question 7.(a) et I'événement "faire face" que Y,, — B(2n, %)
Ainsi X,, et Y;, sont de méme loi et donc (P(Xn <Y, =PX,> Yn)]

(d) On remarque que Q2 = [X,, < Y,]U[X,, > Y, U[X,, =Y,]. Or les trois événements sont disjoints donc
P(Q) = P(X,, < Yp) + P(Xn > Yy) + P(Xn = Yy)

or P(Q) =1et P(X,, <Y,)=P(X,, >Y,) daprés la question précédente donc :

P(X, <Y,) =

1
5P(Xn=Ya).

DN | =

1
Or d'aprés la question 7.(b), lim P(X, =Y,)=0donc| lim P(X,<Y,)= 3|

n—-+oo n—-+oo
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