ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°4 Mars 2025

Corrigé du DS n°4

Exercice 1

1. (2) Ona pour tout z € I, ((g o f)(z) = f'(x) x g'(f(x)) )

(b) i. Il faut que la fonction f soit sur I et que pour tout z € I, | f'(z) #0|.

ii. On a alors pour tout y € J,
—1y/ _ 1
[“ ' = 5

(c) Pour tout z € R, | cos?(z) + sin*(x) = 1]'

. . L. T T T, .

2.(a) La fonction sin est dérivable sur {—5,5} et pour tout = € {—5,5} ,sin’(z) = cos(z) > 0. Or, cos(z) s'an-
T T . . ) . 3 .

nule seulement en ~3 et en 5 sur cet intervalle donc sin y est strictement croissante. Elle est également conti-

" ™ T . ' . P N . T .
nue sur l'intervalle {——,—}. Ainsi, d'aprés le théoréme de la bijection, sin réalise une bijection de [—

(55D = lin (-3) o ()] =

Conclusion : L'application sin réalise une [bijection de [fg, g] dans [—1, 1]}

7T7Ti|s
—, = r
279

. . . ) Tow )
(b) D’apreés la question précédente, arcsin(z) est I'unique réel de [75, 5} dont le sinus vaut x.

Ainsi, comme on a sin(0) =0 et 0 € [,g, g} on en déduit que arcsin(0) = 0.

De méme, on a arcsin(1l) = 5 et arcsin(—1) = —3

Conclusion : [arcsin(o) =0, arcsin(1) = g arcsin(—1) = —z].

L . . PN . . ) . . . L. ™ T
(c) La continuité de arcsin est donnée par le théoréme de la bijection. L'application sin est dérivable sur [75, 5] et, pour

tout z e]—g, g [, on asin’(x) = cos(z) # 0. De plus, sin(] — g, g[) :} —1,1[. Ainsi arcsin est (dérivable sur]—1, 1[]
Soit z €] —1,1[. On a
arcsin’(z) = .
~ cos(arcsin(z))”

Or arcsin(z) €] — [ et donc cos(arcsin(x)) > 0. Ainsi

cos(arcsin(z)) = /cos?(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = /1 — 2.

)

o] 3
o]

. . 1
Conclusion : Pour tout = €] — 1, 1], | arcsin’(z) = Niprs
-z
3. (a) L'application cos est dérivable sur [0, 7] et pour tout x € [0, 7], cos’(z) = — sin(z) < 0. Or, sin(x) s’annule seulement en
0 et 7 sur cet intervalle. Donc cos strictement décroissante et continue sur I'intervalle [0, 7r]. Elle y est également continue.
Ainsi, d'apres le théoréme de la bijection, cos réalise une bijection de [0, 7] sur cos([0, 7]) = [cos(7), cos(0)] = [—1,1].

Conclusion : cos réalise une [bijection de [0, 7] sur [—1, 1]]

(b) D'apres la question précédente arccos(z) est I'unique réel de [0, 7] dont le cosinus vaut z.
On a cos (g) =0et g € [0, 7] donc arccos(0) = g

De méme, arccos(1) = 0 et arccos(—1) = 7.

Conclusion : | arccos(0) = g arccos(1) = 0 et arccos(—1) = wj.
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(c) La continuité de arccos est donnée par le théoréme de la bijection. L'application cos est dérivable sur [0, 7] et, pour
tout  €]0, 7 [, on a cos’(x) = —sin(z) # 0. De plus, cos(]0,7[) =] — 1, 1[. Ainsi arccos est [dérivable sur] — 1, 1[]
Soit z €] — 1,1[. On a

1

) -
arccos (.T) - Sin(arccos(x)) -

Or arccos(z) €]0, 7| et donc sin(arccos(x)) > 0. Ainsi, on obtient comme précédemment, sin(arccos(z)) = /1 — z2
1

V1—22]

4. Onnote f : x € [—1,1] — arcsin(z)+arccos(z). D'aprés les questions précédentes, |'application f est dérivable sur |—1, 1].
De plus, pour tout = €] — 1,1[, on a

Conclusion : Pour tout = €] — 1,1], | arccos’(z) = —

, _ 1 _ 1 _
f(m)_\/lfx2 \/17$2_0

Ainsi, puisque | — 1,1 est un intervalle, f est constante sur | —1,1]i.e. :

Vze]—1,1], f(z) = f(0) = arcsin(0) + arccos(0) = g

Enfin, on vérifie que f(1) = f(-1) =

ol

Conclusion : Vz € [-1,1],| f(z) = < |

5.(a) On a pour tout z € R,z + 1 > 2. Ainsi, par stricte croissante de la fonction racine carrée sur R, on a
vVaz+1>va? =z

[l vient alors —v/1 + 22 < —|z| < 2. On pourra raisonner par disjonction des cas sur le signe de 2 pour se convaincre

de la derniére inégalité. Ainsi,
x

=
V14 2?
Puis, puisque V22 +1 > Va2 = |z] et |z| > z, il vient

T

— < L
V1422

Conclusion : Pour tout = € R, ‘

ﬁe]—l,@.

(b) Notons

La fonction arctan est dérivable sur R. L'application z € R —» ——

g:x € R— arcsin < ) arctan(x
x
> est dérivable sur R et a valeurs dans ]—-1,1]
Jr

1
d'aprés la question précédente. Or arcsin est dérivable sur ] — 1, 1] donc par composition et somme g est dérivable sur
R. Pour tout z € R,

2 . 2x
PO PR S bt = R S wr- S S SN SO SO
1 x> 1422 1+ a2 (1+22)V1422 1+22 1+22 1+22 '
1+x

Autrement dit :
VeeR, ¢(x)=0

Comme R est un intervalle, on en déduit qu'il existe une constante o € R, telle que :
Ve eR, g(x)=oa.

En particulier, on a o = ¢g(0) = arcsin(0) — arctan(0) = 0.

T
Conclusion : Vx € R, |arcsin | —— | = arctan(z) |.
[ <\/ 1+ 1132) ( )J

Lycée Charles de Gaulle, Caen 2 /11 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°4 Mars 2025

6. (a) Pour tout z €]0,1[ on a, v/ < v/1 = 1 par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R . Ainsi,
0< (V-1 =z—-2Vz+1.
2z

Ainsi, pour tout * €]0,1[, on a 2y/z < 1+ x et donc 1 < 1.
x

. . . NAVES
Par ailleurs, par quotient de nombres strictement positifs, :{_1 >
X

2V

<1}
1+

Conclusion : Pour tout = €]0,1[, |0 <

(b) Notons
h:x €[0,1] — arcsin (%) — 2arctan(y/7).
T

L'application = € [0,1] + 2arctan(y/x) est dérivable sur |0, 1]. De plus, d'aprés la question précédente, z € [0,1] —
2
arcsin (#) est dérivable sur ]0, 1] comme composée d'une application dérivable sur |0, 1] et & valeurs dans | — 1, 1],
x

et de I'application arcsin qui est dérivable sur | — 1, 1[. Ainsi, I'application h est dérivable sur ]0,1[. De plus, pour tout
x €]0,1], on a

YRS NS it ket GRS S
Y (14 )2 1+ (V2)? 2y
(+o)
_ A+ 11—z 1
(1-2)* Va(l+2)? Va(l+a)
142z 11—z 1

= : - =0.
l—z Ve(l+2)2 Ve(l+z)
Ainsi, puisque |0, 1] est un intervalle, h est constante sur ]0,1] i.e. il existe § € R tel que Vx €]0,1], h(z) = B. Par
continuité de h sur [0, 1], on obtient : Va € [0, 1], h(z) = 5. On a donc

B = h(1) = arcsin(1) — 2 arctan(1) = g —2x % = 0.

2
Conclusion : Pour tout z € [0,1], Eircsin (#) = 2arctan(y/z) |
€T

7. On pouvait compléter le programme de la maniére suivante :
1 |import numpy as np

2 |import matplotlib.pyplot as plt

3 |def f( x ):

4 return np.cos(x)

5 |xmax= np. pi

6 | xmin= 0

7 | abscisse=np.arange(xmin, xmax, 0.0001)

8 |plt.plot(abscisse, f(abscisse))

Ensuite, il suffit de tracer le symétrique de la courbe obtenue par la symétrie axiale d'axe y = .

Probléme 1

Partie A : Etude de trois exemples.

1. (a) Soient A € Reet ((z,9,2), (2,9, 2")) € R x R? x R?. Alors

fF\@,y,2) + (2,9, 2))
=fAz+2 2 y+y, Az +2)
=Qz+2+M+y +rz+2200+2)+ Y, - Qr+ )+ A2+ 2)
=Ne+y+z2)+2 +y +2 02z +y) +22" +y  N—z+2)—2' +2)
(o) 4T ).
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Donc f est linéaire et f : R* — R3. Donc f est un [endomorphisme de Rg]. De méme on montre que ¢ est un

[endomorphisme de R3]. (Mais il faudrait réellement le rédiger sur votre copie).

(b) Soit (z,y,2) € R3. Alors

(z,y,2) € Ker(f) < f(z,y,2) = (0,0,0)

r+y+2=0
<~ 2$+y:0 L2<—L2—2L1, L3%L3+L1
—zr+2z=0
r+y+2=0
— —y—22=0
y+2z=0
— r=z
y=—2z

Ainsi
Ker(f) ={(z,-22,2) | z€ R} = {2(1,-2,1) | z € R} = Vect((1,-2,1))

La famille ((1,—2,1)) est donc génératrice de Ker(f) par définition, et libre car elle ne contient qu’un seul vecteur et

qu'il est non nul. Donc ((1,—2,1)) est une | base de Ker(f)|.

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est la base canonique de R*® donc c'est une famille génératrice de R*® donc

Im(f) = Vect(£(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1))
= Vect((1,2,-1),(1,1,0), (1,0, 1))
= Vect((1,1,0),(1,0,1))

car (1,2,-1) = 2(1,1,0) — (1,0,1). La famille ((1,1,0), (1,0, 1)) est donc génératrice de Im(f) par définition, et libre
car les deux vecteurs qui la composent ne sont pas colinéaires. Donc c'est une | base deIm(f) |.
On montre de méme que la famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est une | base de Ker(g) | et que la famille ((1,—2,1)) est une

base deIm(g) |. (Mais il faudrait réellement le rédiger sur votre copie).

(c) Soit (z,y,2) € R*. Alors

foglz,y,z) = flg(z,y,2))
=fle+y+z —20—-2y—2z,x+y+2)
=((x+y+2)+(—22—-2y—22)+(@+y+2),...,...)
= (0,0,0).

Ceci étant vrai pour tout (z,y,2) € RR3, on a montré que f o g est [I’endomorphisme nul de R3.]

Soit (x,y, 2) € R3. Alors

go f(z,y,2) = g(f(2,y,2))
=gz +y+z2r+y —a+2)
= (20 +2y+ 22, —4do — 4y — 42,20 + 2y + 22)
= 2g(x,y, 2).

Ceci étant vrai pour tout (z,%, 2) € R, on a montré que (go f = 2g)
(d) Ainsi fog—go f=—2g. Le réel répond donc a la question.

2. (a) Soient A € R et (M,N) € M, (R)?, alors

FAOM + N) = AAM + N) = MAM + AN = Afa(M) + fa(N).

Donc f4 est linéaire. Or fa : M, (R) = M, (R). Donc f4 est un [endomorphisme de MR(R)]
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(b)

3.(a)

i. Soit M € M, (R). Alors
fao fa(M) = fa(fp(M)) = fa(BM) = ABM.
De méme fp o fa(M) = BAM et donc

(faofs — fofa)(M)= ABM — BAM = (AB — BAYM = fap_pa(M).

Ceci est vrai pour tout M € M, (R) donc (fA ofp—feofa= fAB_BAj.

ii. Raisonnons par double implication.

(=) Supposons que fa o fg — fpo fa = afp. Alors, d'aprés la question précédente, fap_pa = afp et donc,
pour tout M € M, (R),

fap—pa(M)=afg(M) ie. (AB—-BA)M =aBM

En particulier (AB — BA)I,, = aBI, i.e. AB— BA = aB.
(<) Réciproquement supposons que AB — BA = aB. Alors, pour tout M € M,,(R),

fap—pa(M) = fop(M) = (aB)M = afp(M).
Donc fap_Ba = afp ce qui permet de conclure avec la question précédente que
faofep—feofa=afs
Soient A € R et (hy,h) € E?, alors, pour tout = € R*,

S (Mg + hg) (2) = & (Ahy + ha)' (x) = Ak () + zhby(z) = AS (hy) (z) + S (he) (x).

Donc S (Ahy + ha) = AS (h1) + S (ha). Donc S est linéaire et S: E — E. Donc S est un [endomorphisme de E]

On montre de méme que T est un (endomorphisme de E] (Mais il faudrait réellement le rédiger sur votre copie).

Soit h € Ker(S). Alors S(h) est la fonction nulle i.e. : Vo € RY, S(h)(x) = 0. Ainsi :

Ve eRY, xh/(z)=0 ie h'(x)=0 (carz #0).

Donc k' est la fonction nulle et donc h est une application constante. On a donc montré que :
Ker(S) C {h € E | h est une application constante }.
Soit maintenant h une application constante sur R% , montrons que h € Ker(S). On a alors :

Ve e Ry, h'(z)=0 -etdonc S(h)(z)=0.

Donc S(h) = 0g et donc h € Ker(S5).
Comme on a montreé les deux inclusions, on peut en conclure que : [Ker(S) = {h € E | h est une application constante }]

On montre de la méme maniére que [Ker(T) = {h € E | h est une application constante }] (Mais il faudrait réellement

le rédiger sur votre copie).
Soit h € E. Calculons dans un premier temps S o T'(h). On a : Vx € R,

[SoT(h)|(z) = S(T(h))(x) = z(T(h)) (z).
Or:Vz € R%,T(h)(z) = z*k'(z). Donc : Vz € R% , (T'(h))'(z) = 2*h"(z) + 42/ (z). Donc : Va € RY,
[S o T(h)](z) = 2°h" (x) + 4z} (z)
Calculons maintenant 70 S(h). On a : Vz € R,
[T o S(h)](x) = T(S(h))(x) = z*(S(h))' ().
Or : Vz € R%, S(h)(x) = k' (x). Donc : Va € R%, (S(h))' () = zh” (z) + K (z). Donc : Vx € RY,
[T o S(h)](z) = 2°h" (x) + 2*h (2)

Ainsi : : Vo € RY,
! [SoT(h)(x) — [T oS(h)](x) =32*h (x) = 3T(h)(z)

Donc
SoT(h)—ToS(h)=23T(h)

Ceci étant vrai pour tout h € E, on a montré que (S oT —ToS = STJ. Le réel convient.

Lycée Charles de Gaulle, Caen 5/11] (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°4 Mars 2025

Partie B : Etude générale.
On note (x) I'égalité fog—go f = ag.

1.(a) i. Soit z € Ker(g). Alors g(x) = 0g donc f(g(z)) = f (0g) =0g i.e. fog(x) = 0g. Or d'aprés la relation (x) évaluée

en z,

fog(@)—gof(z)=ag(x) ie 0p—g(f(z))=a 0p=0g.
Donc g(f(z)) = 0g i.e. f(z) € Ker(g). En conclusion, Vz € Ker(g), M

ii. Soit 2 € Ker(f). Alors f(x) = 0 donc g(f(x)) =g (0g) =0g i.e. go f(x) = 0g. Or d'aprés la relation (x) évaluée
en z,

fog(@)—gof(z)=ag(x) ie [f(g(z))—0p=0a-g(z)
Donc f(g(z)) — ag(x) =0g i.e. (f —aldg) (9(x)) =0g i.e. g(z) € Ker (f — aldg).
En conclusion, Va € Ker(f), [g(ac) € Ker (f — aIdE)].

iii. Soit 2 € Im(g). Alors il existe a € F tel que x = g(a). Donc, d'aprés la relation (*) évaluée en a puis par linéarité
de g,

f(x) = f(g(a)) = f o g(a) = ag(a) + g o f(a) = ag(a) + g(f(a)) = g(aa + f(a))
Donc f(x) € Im(g). En conclusion, Vz € Im(g), | f(z) € Im(g) |
(b) Soit (A, 1) € R x R*. Soit z € Ker (f — AIdg) NKer (g — pIdg).

En particulier, x € Ker (f — AIdg) donc (f — Aldg) (z) =0 ie. f(z) — Az =0g ie. f(z) = Ax.
De méme comme z € Ker (g — pIdg), on a g(x) = px. D'aprés la relation (x) évaluée en z, on a

flg(x) —g(f(x)) = ag(x) ie. fpx)—g(Ax) =aux ie. puf(x)— Ag(x) = aux par linéarité de f et g.
Puis en remplacant de nouveau f(x) par Az et g(z) par pz, on obtient

pAr — Apr = apx e apr = 0g.

Ora#0et pu#0doncz=0g. On adonc montré que Ker (f — AIdg) NKer (g — pIdg) C {0g}.

De plus, 0 € Ker (f — AIdg) NKer (g — pIdg) car Ker (f — AIdg) NKer (¢ — pIdg) est un sous-espace vectoriel de
E en tant qu'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E.

En conclusion, (Ker (f = Aldg)NKer (g — pldg) = {OE}]

(c) Montrons le résultat par récurrence, on pose pour tout n € N, A(n) : « fog"” —g" o f =nag" »
Initialisation Ona fog’ —g’of = foldg—Idgof=f—f=0=0xa-g". Donc A(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N. Supposons que A(n) est vraie. Alors, on a, en utilisant I'hypothése de récurrence :

fog"™ =(fogM)og=(g"0f+nagh)og=g"o(fog)+nag"t
Or par la relation (x), fog =go f + ag donc
fog"™t=g"o(go f+ag)+nag"™ =g"" o f 4+ ag" +nag"™tt = ¢ o f+ (n+ 1)ag"t!
Donc A(n + 1) est vraie.
Conclusion Pour tout n € N, A(n) est vraie.
2. (a) La relation (*) s'écritici fog—go f =g donc
fo(fog—gof)=fog ie flog—fogof=fogy.
Comme f? = f alors on obtient
fog—fogof=fog ie fogof=080.
(b) i. La relation (*) s'écritici fog—go f =g donc
fo(fog—gof)=fog ie. fPog—fogof=fogy.

Comme fogo f =0 alors .

ii. Supposons que I'endomorphisme g est surjectif. Soit z € E. Comme ¢ est surjectif, alors il existe a € E tel que
x = g(a). D'aprés la question précédente f2 o g(a) = fog(a) ie. f2(g(a)) = f(g(a)). Ainsi f2(z) = f(z). Ceci
est vrai pour tout z € E donc .
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Probléeme 2 Ecricome 2018, Voie T

Partie | :
1. Le 2éme tirage s'effectue dans I'urne U si et seulement si I'on pioche une boule noire au ler tirage qui s'effectue dans I'urne
U (contenant deux boules blanches et une boule noire) donc :

) = 3

2. Sachant que le 2éme tirage s'effectue dans I'urne U, alors le 3éme tirage s'effectue dans I'urne U si et seulement si I'on

pioche une boule noire au 2éme tirage donc :
1
PU2 (U3) = §

Sachant que le 2éme tirage s'effectue dans 'urne V, alors le 3éme tirage s'effectue dans I'urne U si et seulement si I'on

pioche une boule blanche au 2éme tirage donc :
1
P+—(U3) = =
U2( 3) 4

(U, Us) constitue un systéme complet d'événements donc d'aprés la formule des probabilités totales :

P(Ug) = P(Ug) X PU2 (Ug) +P(72) X PU—2(U3)

_1X1+2 1

373 374

_1+1

9 6

_2_%3

T 18 18

_5

T 18

En conclusion, .

P =
(Us) 18

3. (a) Soit un entier n € N*.
Sachant que le n-iéme tirage s'effectue dans I'urne U alors le (n+ 1)-iéme tirage s'effectue dans I'urne U si et seulement
si I'on pioche une boule noire au n-iéme tirage donc :

1
Py, (UnJrl) -3
3
Sachant que le n-iéme tirage s'effectue dans I'urne V alors le (n+ 1)-iéme tirage s'effectue dans I'urne U si et seulement
si I'on pioche une boule blanche au n-iéme tirage donc :
1
Pf(Un-i-l) = 4

(b) Soit un entier n > 2.
(Un, U,,) constitue un systéme complet d’événements donc d'aprés la formule des probabilités totales,

P(Uny1) = P(Un) X Py, (Unt1) + P(Up) X Py—~(Uny1)

R

(Un) 5 + (1= P(U)) %

Wﬂ*i*ipw”

I Il I
= N
)

e i O
+

1
— P(Un). L'égalité est donc vraie pour tout n € N*.

_|_
ol=

+

=
—
)

1
Pourn =1, ona P(Uz) = 3=
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(c) On reconnait la relation de récurrence d'une suite airthmético-géométrique. Commencons par résoudre I'inéquation
suivante. On a successivement :

1, 11
ST RY T YT RYT]
11
— 12°7 1
11
“TI7T
< 3
as
11

. .. 1 .. .
On pose alors la suite (wy, ), définie par w, = P(U,) — «, on montre alors que wy+1 = Ewn. Ainsi, la suite (wy,) est

. . 1 , _ 3
géométrique de raison ¢ = 12" D’apreés le cours, w, = w; x ¢"~*. Or, w; = P(U;) —a = 1 — — = — donc pour

11 11
tout n € N*
_ 8 (1 n-l
Wn =977\ 12

Enfin, w, = P(U,) — a donc P(U,) = w, + « et par conséquent :
8 1\ 3
PU) = — x [ — =
(Un) = 77 X (12) BT

1 . 1 n—1
(d) T2 €] —1;1[ donc lim (E) =0 donc

n—-+oo

3
lim P(U,) = —
nﬂlr}rloo (Un) 11
Partie |1
1. A I'issue du ler tirage, on a pioché ou bien aucune ou bien une boule blanche. Ainsi, X;(©2) = {0;1}. De plus, ce premier

1 2
tirage s'effectuant dans I'urne U, on a P(X; =0) = 3 et P(X;=1)= 3 D'ou la loi de X7 :

k 0 1
1 2
P(Xi=h) | 5 |3

) ) . . L2
Autrement dit, X7 suit la loi de Bernoulli de paramétre 3

2. (a) Sachant que [X; = 0] est réalisé (c'est-a-dire qu'on a pioché une boule noire dans I'urne U), on pioche dans I'urne U
pour le 2-iéme tirage, donc :

1 2
P[Xlz()](XQ = 0) = g et P[Xl:()] (XQ = 1) = g

Sachant que [X; = 1] est réalisé (c’est-a-dire qu'on a pioché une boule blanche dans I'urne U), on pioche dans I'urne
V pour le 2-iéme tirage, donc :
3 1

P[Xl:l](Xgil): Z et P[Xl:l](XQZQ): Z

(b) A lissue du 2-iéme tirage, on a pioché ou bien aucune ou bien une ou bien deux boules blanches. Ainsi, X»(Q2) = {0; 1; 2}.

1 1 1
o Ona:P(XQZO):P(Xlio)XP[Xlzo](XQZO):g X§:§
e X;(Q) ={0;1} donc {[X; = 0],[X; = 1]} constitue un systéme complet d'événements donc d'aprés la formule des

probabilités totales :

P(X2=1)=P(X1 =0) x Px,—0)(X2 =1)+ P(X1 = 1) x Px,—1)(X2 = 1)

12,2 3

—3%373%%

_2.1

*9 2

_4 .9

18 18

13

T
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2 1 1
oOna:P(X2:2):P(X1f1)><P[X1 1](X272) g 1:6
D'ou la loi de X5 :
k 0 1 2
1 13 1
1 13 1 13 6 19
CB(X2)=0X —+1X o F2x>=-2f— =,
(c) Ona: B(Xe) =0x g+ 1x 942X 5 =90+ 75 = 13

3.(a) On peut proposer la fonctlon suivante :

1 [import numpy.random as rd
2

3 |def tirageU ():

4 if rd.rand() < 2/3

5 return 1

6 else:

7 return 0

(b) On peut proposer la fonction suivante :
1 [import numpy.random as rd
2

3 |def tirageV ():

4 if rd.rand() < 1/4

5 return 1

6 else:

7 return 0

(c) On peut proposer la fonction suivante :
1 |def X2():

2 res=tiragel ()

3 if res == 1:

4 res= res + tirageV ()
5 else:

6 res= res + tirageU ()
7 return res

4. Soit n dans N*. A I'issue du n-iéme tirage, on a pioché entre 0 et n boules blanches, et les autres résultats entre 0 et n
sont tous possibles, donc X,,(2) = [0; n].
L'événement [X,, = 0] se réalise lorsque I'on n’a pioché que des boules noires (tous les tirages ont donc lieu dans I'urne U)
donc :

5. Soit n dans N*. A chaque tirage d'une boule blanche, on change d'urne donc si on a pioché un nombre pair de boules
blanches au cours des n premiers tirages , on a changé un nombre pair de fois d'urnes et donc le tirage suivant se fera dans
la premiére urne, a savoir l'urne U.

6. Soit n dans N*. D'apreés la question 3, on sait que X, (§2) = [0;n] donc {[X,, = k]}re[o;n] constitue un systéme complet
d’'événements donc d'aprés la formule des probabilités totales :

P(Xpi1=1)=> P(X,=k)x Px,_yy(Xni1=1)
k=0

Or, il est clair que :
Vk > 2 Pix, -k (Xny1=1)=0

Par conséquent :

P(Xn+1 = 1) = P(Xn = O) X P[ano](Xn+1 = 1) + P(Xn = 1) X P[X71:1](X77,+1 = 1)

2 3
Or, P[Xn:()] (Xn+1 = 1) = g et P[anl] (Xn+1 = 1) = Z Ainsi, on a

P(Xpy1=1) = g x P(X, =1)+ = x P(X,, = 0)
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7. Soit n dans N*. D’aprés les questions 5 et 3, on a successivement :

4 n+1
Up+1 = (g) X P(Xn+1 = 1)

8. (a) On peut proposer la fonction suivante :

def suitel( n ):
u= 8/9
for k in range(1,n)
u=u + (8/9)%(4/9)*xk
return u

(G2 BN R CVRN SR

(b) On peut proposer la fonction suivante :

def suitelbis( n ):
U=np.zeros(n)
u[o]= 8/9
for k in range(n—1)
UTk+1l= UTK] + (8/9)%(4/9)xx(k+1)
return U

SO W=

(c) On peut proposer le programme suivant :

1 |import matplotlib.pyplot

2 |import numpy as np

3 |abscisse=np.arange(1,31)

4 |plt.plot(abscisse,suitelbis(30), '+")

8 4\"
9. (a) Notons P, la proposition : « u, = 5 (1 - (5) ) .

Initialisation (n = 1) :

A\ " 4 2 8
une part, uq (3) x P(X; ) 3 X 3<%

8 41 8 ) 8
D’aut t, - |1—-|= = - X —-=—.
aurepar,5< (9)) 5><9 9

Donc, P; est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que P,,+1 est vraie. Par hypothése

de récurrence, on sait que
8 4\"
U, =-(1—|{ =
5 9

D’autre part, d'aprés la question 6, on sait que

I I E A
Up+1 = Un 9 9
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Par conséquent,

et () 50
-5 (-() )55-)
b )

|
—

|
X

—
—_
\
Ol

o)
@)

donc P41 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

—

ovloco Ot oo Otjoco Ot oo Ot 0o

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n dans N*, a savoir :

Vn € N* |

w-30-(3)

(b) Soit n dans N*. Par définition, u,, = (g) x P(X, =1) doncon a:

et en utilisant le résultat de la question 7.a), il vient :

PX,=1)= 3 ><§>< 1- 4
4 5 9
8 [/3\" 3\" a4\"
—20(2) (2} (2
5 \4 4 9
S[/3\" 3 4\"
= — — —_ _X_
(5 -(5+3)
83\ (LY
5| \4 3
() O §e]—l-l[tle]—l-l[d li §n—Ot 1 ln—O t d
c) Ona 7 jlet o ; onc lim |—-) =0et lim (2] =0etdonc
lim P(X,=1)=0
n—-+oo
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