ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°4 Mars 2024

Corrigé du DS n°4

Exercice 1

1. (a) Soit (z,y,2) € R% ona:
(z,y,2) = ze1 + yes + zes.

(b) Soit (z,y, z) € R3 alors par linéarité de f, on a :
f((@,y,2)) = f(zer + yea + ze3) = v f(e1) + yfle2) + 2f(es) = wer — ye1 + zes = (x — y)er + ze3 = (x — y,0, 2).
2. Soit (z,y, 2) € Ker(f) alors f((z,y,2)) = (0,0,0) soit le systéme :

T -y = 0

o
Il
o

soit x =y et z =0. Ainsi, on a :
Ker(f) = {(z,9,2) | # =y, 2 =0} = {(2,2,0) | x € R} = Vect ((1,1,0)).
La famille ((1,1,0)) est génératrice de Ker(f) comme elle est constituée d'un unique vecteur non nul, elle est libre. C'est

donc une base de Ker(f).
B = (e1, ea,e3) est une base donc :

Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect(e1, —e1, e3) = Vect(eq, e3).

La famille (e1, e3) est génératrice de Im(f), comme elle est de plus constitué de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre.
Ainsi c'est une base Im(f).

3. L'application f est linéaire car c’est un endomorphisme. Montrons que f o f = f. Soit (z,y,2) € R3, on a :

(fof)(x,y,z):f((:c—y,O,z)):(:(:—y—0,0,z)z(J:—y,O,z):f((x,y,z)).

Ainsi f est bien un projecteur. C'est le projecteur sur Im(f) = Vect ((1,0,0), (0,0, 1)) parallelement a Ker(f) = Vect ((1,1,0))
Probléeme 1 ESCP voie T

1. (a) Soit x € [0;1]. Alors :

par croissance de z +— €

(b) Soit n € N. Pour tout x € [0;1], 2™ > 0 et donc,

Vo € [0;1], 0<zme™ <z,
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D’ou, par croissance de |'intégrale,

0

N

1 1
2
/x”efz dzg/ z"dx.
0 0

! 2 1 f ks 1 1
Or, / z"e " dx =1, et / z"dx = = . Ainsi, pour tout entier naturel n,
0 0 n+1l], n+l

1

0< I, < .
n+1

(c) Ona lim

1 . , ; :
= 0. D'ou, d’aprés la question précédente, et d'aprés le théoréme d'encadrement, | lim 1, =0]|
n—+oo n + 1 n—+4oo

2. Une primitive de la fonction définie sur [0; 1] par z — ze~" est donnée par T — —%e_”“'2. Ainsi,

1 1
2 1 2 1 1
Ilz/xe_”“'dx:[——e_”“} =_-——.
0 2 o 2 2

3. (a) Posons

u(z) = x"+12 u(z) = (n+1)$2"
V(z) = axe™® v(z) = —3e "

1 1
= |—=e™® x "t —|—/ (n+1)2" x —e™* dx
2 0 0
1
_ L ntl
2e 2

(b) D’apreés la question précédente, on a :

1
nl, ==+ 2L1o —1I,.
(&

1
Or, d'aprés la question 1.(c), on a lim I, =0. On a donc également, lim I,,.2 = 0. Et donc .
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o e

4.(a) SoitneN.Ona:
Iynt1)+1 Ipnts

(n+1)!  (n+1)!°
Or, d'aprés la question 3.(a) et puisque 2n+3 = (2n+1)+2, 0n a:

Un+1 =

2n+1)+1 1
Ionis = (%I%Hrl ~ 27
c'est-a-dire :
2n+ 2 1
I2n+3 = TIQn-‘rl - %
1
= (n+1)Ians1 — %
Dés lors,
u o (n + 1)I2n+1 . i 1
P 2¢ " (n+1)!
by 11
-~ nl 2¢  (n+1)!
1 " 1
= Uy — — R
2¢  (n+1)!
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1 1

On montre la relation par récurrence, soit n € N, notons P,, la proposition « u, = 5~ 26 7>
=0
0
Initialisation (n = 0) : up = % =1 = % - % d’aprés la question 2.(b). Par ailleurs, % - % % = % - %. Donc,
Py est vraie. w0
Hérédité : Soit n € N. Supposons P,, vraie et montrons que P,, 1 est vraie. D'aprés ce qui précéde, on a :
1 1
Unt1 = Un = 5o X 7(n+1)! .

D’autre part, par hypothése de récurrence, on sait que :

1 1K1
kD Dyl
k=0
On en déduit donc que :
1 11 1 1
D DY e e TRy
1 1 (1 1
=3 % Za+m+n>
k=0
1 1R
2 2 k!
k=0

Donc, P, 11 est vraie, et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n € N, a savoir :

1 1
O OE
k=0

(b) Par définition de u,,, on a I3,+1 = nlu,. D'aprés I'expression de w,, obtenue a la question précédente, on en déduit :

VneN, u,=

|~

n
n!  n! 1

Dopig = — — =S —
S 2¢ £ k!

(c) Soit k > 1 un entier. En utilisant le résultat de la question précédente dans le cas n = k — 1, on obtient (en prenant
bien garde de changer le nom de la variable muette a l'intérieur de la somme) :

E—1) (k—1)4%21
(k=1 ( )E:

g1 = 7 T 9 2 Ik
Et donc,
k(k—1)  k(k—1)1521
Ko = M . ) (26 ) ;%:ﬁ
B k=1
T2 24!
D'on :
1 K RS
T DY
[ A
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(d) On compléte la fonction Python comme suit :

def caclulint(n):
I=1/2—1/(2*np.exp (1))
for k in range(1,n+1)

Gl W=

return |

I=kxl —1/(2%np.exp (1))

Probléme 2

Partie |

Ecricome 2015, voie E

1. On appelle succés I'événement : « obtenir Pile ». Sa probabilité est de p = % Un lancer de piéce est donc une épreuve de
Bernoulli. On répéte cette épreuve de Bernoulli 3 fois de maniére identique et indépendante. La variable aléatoire X compte

le nombre de succés, ainsi X suit une loi binomiale de parametres n =3 et p = 3.

2

X < B(3,2/3).

Le joueur est déclaré vainqueur si il effectue un nombre pair de Pile soit 0 ou 2, ainsi :

— P(IX = 0]) + P([X =2)) = <§)3+3 @) “io

1+3><471_3
27

2. Pour chaque valeur de X, on a une valeur différente de G. Si X = 0, alors G = 0, si X = 1, alors on perd 10 euros et
G = —10, si X =2, alors on gagne 20 euros et G = 20. Enfin, si X = 3, on perd 30 euros et G = —30. Au final,

On a ensuite :

G(Q) = {-30,-10,0,20}.

P(G20)P(X2)3<§)2X%g,
P(G=-30)=P(X =3) = <§>32§7

3. On calcule I'espérance

—30P(G = —30) — 10P(G = —10) + 20P(G = 20)
—30P(X =3)— 10P(X = 1) + 20P(X = 2)

30 2\ 10><3><2>< 1 2—|—20><3 2 2><1
3 3 3 3 3

60 —20

27 9

On trouve donc que E(G) < 0 et le jeu est défavorable au joueur.

4. (a) On a la fonction Python suivante :

def loiX ():
x =0
for k in range(3):
if rd.rand()< 2/3
x = x+1
return x

SO WN -
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(b) On a la fonction Python suivante :

1 |def loiG():

2 x = loiX|()

3 if x==

4 G=0

5 elif x==1 :

6 G=-10

7 elif x==

8 G =20

9 else

10 G = -30

11 return G
Partie 1l

1.(a) SiY =1,alors Z=1.SiY = —1, alors Z = 0. On a bien Z(Q2) = {0;1}. De plus,
P(Z=1)=P(Y =1) = P(X € 2N) = P(A),
et on a bien | Z — B(P(A)) |.
(b) D'apres la question précédente, E(Z) = P(A) et Y = 2Z — 1. Par linéarité de I'espérance, on a donc

E(Y)=EQ2Z —1)=2E(Z) - 1=2P(A) — 1.

2. (a) On appelle succés I'événement : « obtenir Pile ». Sa probabilité est de p. Un lancer de piéce est donc une épreuve de
Bernoulli. On répéte cette épreuve de Bernoulli n fois de maniére identique et indépendante. La variable aléatoire X
compte le nombre de succés, ainsi X suit une loi binomiale de paramétres n et p.

X < B(n,p).

(b) D'apres le théoreme de transfert

On utilise alors la formule du binéme

EY) = ;(—1)’“ (k)p’“(l —p)"F (k) (—p)"(L—p)" = (—p+1—p)" = (1-2p)".

0

3. D’aprés les questions 1b. et 2b., on a

(1-2p)" = E(Y) = 2P(A) — 1 <= P(A) = (1*2’2)) +1
4. On résout
P(A) > < U-2)il 1
2 2 2
(1-2p)" >0

n pairoul —2p >0

rree

1
npairoup<§
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Partie 111

1. On "gagne" 10 euros pour chaque Pile (compté avec X) affecté du signe donné par Y selon la parité de X, ou encore

G =10XY = 10X (-1)%.

Toujours avec le théoréme de transfert, on obtient

E(G) = iwk(q)kp(xzk)
k=0
_ 102(1)kk<z>pk(1p)”"
k=0

2. Soit k € [1;n].

k(Z) - kk!(nm ol (k- 1)!(2571} 1)!(k T "(Z_ i)

3. En utilisant le résultat de la question précédente, on a :

n

£@) =103 k() ) ot -t

k=1
i n—1 k 1) —(k—
— 10 _ _ (n 1) (k 1)
wY (7))ot
k=1
n—1 n—1 ) ]
—10n(-p) ( . >(M1 —p)" en posant j =k — 1
- J
7=0
= —10np(1 — 2p)"~* en utilisant la formule du binéme de Newton.

4. On connait déja les conditions pour que P(A) > 1/2. Par ailleurs,

B(G)<0 <= —10np(1-2p)" ' <0
— (1-2p)"t>0
<= 1—2p >0 oun impair

Comme n ne peut pas étre pair et impair a la fois, I'intersection des conditions précédentes donne bien

5.(a) La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R et a fortiori sur [0; 3]. Le calcul donne
() =1 —22)"%(1 — 2nx).

On obtient le tableau de variations suivant

x 0 1/2n 1/2
f'(@) + 0 -
f(1/2n)
f 0 / \ O

avec
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(b)

La rentabilité est optimale pour le concepteur lorsque I'espérance du gain est minimale, ou, de maniére équivalente,
lorsque f(p) est maximal sur [0;1/2]. Il faut donc choisir
_ 1
p= 2n’

Probléme 3

1. (a)

Pour tout A € R et ((z,y,2), (z/,9/,2)) € R® x R3,

f @y, 2) + (@9, 7)) = fF Qo+ 2",y + ¢/, Az + 2)
=Mz+2)-2N\+y)+3Az+2)
=Nz — 2y +32) + (' — 2y +37')
=M(z,y,2) + f (2,9, ).

Donc f est linéaire. Et comme f est a valeurs dans R alors f est bien [une forme Iinéaire].
On montre exactement de la méme maniére que g est une forme linéaire.

Soit (x,y,2) € R3. Alors

(r,y,2) EKer(f) <= 2 —2y+32=0<= 2 =2y — 3z

Alors
Ker(f) = {(2y —32,4.2) | (y,2) € RQ}
(-

={y(2,1,0) + 2(-3,0,1) | (y,2) € R?*}
= Vect((2,1,0),(-3,0,1))
La famille ((2,1,0),(—3,0,1)) est génératrice de Ker(f) par définition, et elle est libre car les deux vecteurs qui la

composent ne sont pas colinéaires. Donc la famille ((2,1,0), (—3,0,1)) est | une base de Ker(f)].

Soit (x,y,z) € R3. Alors
(x,y,2) EKer(g) <= —z+3y —42=0<= 2 =3y — 4z

Alors
Ker(g) = {3y — 42,y,2) | (y,2) € R?}
= {¥(3,1,0)+ 2(—4,0,1) | (y,2) € R?}
= Vect((3,1,0),(—4,0,1))

(=
La famille ((3,1,0),(—4,0,1)) est génératrice de Ker(g) par définition, et elle est libre car les deux vecteurs qui la

composent ne sont pas colinéaires. Donc la famille ((3,1,0), (—4,0,1)) est [une base de Ker(g )]

Enfin, soit (x,y,2) € R3. Alors

r—2y+3z =0
(x,y,z)EKer(f)ﬂKer(g)@{ Ca43y—dz =0

r—2y+32=0
y—z=10

Lo
Ker(f) NKer(g) = {(—=2,2,2) | z € R} = {2(—1,1,1) | z € R} = Vect((—1,1,1)).

La famille ((—1,1,1)) est génératrice de Ker(f) NKer(g) par définition et elle est libre car elle est composée d'un seul
vecteur, qui est non nul. Donc la famille ((—1,1,1)) est | une base de Ker(f) N Ker(g)].

!

!

Donc

Comme f est a valeurs dans R alors Im(f) C R. Montrons |'inclusion réciproque.

Soit z € R. Alors = f((x,0,0)) donc « € Im(f). Ainsi R C Im(f) et on obtient |'égalité m

De méme, comme g est a valeurs dans R alors Im(g) C R. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit maintenant z € R. Alors = ¢g((—x,0,0)) donc z € Im(g). Ainsi R C Im(g) et on obtient I'égalité | Im(g) = R |.
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2.(a) Soient A e Ret (f,g) € E x E. Alors

DA +9) = (A +9)(=1) = Af(=1) + g(=1) = A2(f) + ®(g).

Donc ® est linéaire, et comme @ est 3 valeurs dans R, alors ® est bien [une forme Iinéaire].

(b) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E
e On a clairement F' C E.
e Soit 0 I'application nulle. Alors : Vo € R,0(2) =02 + 0. Donc § € F.
e Soient f et g deux applications affines, et A € R. Comme f est affine, alors il existe deux réels a et b tels que :
Vx € R, f(z) = ax + b. Comme g est affine, alors il existe deux réels a’ et b’ tels que : Va € R, g(z) = a’z + V.
Alors : Vz € R,

(Af +9)(x) = Af(2) + g(z) = Maz +b) + (d'z + V') = Aa+d )z + (A + V).

Donc A\f +g € F.
I est donc bien [un sous-espace vectoriel de

Déterminons maintenant une base de F N Ker(¢).
Soit f € FNKer(p). Alors il existe deux réels a et b tels que : Vo € R, f(z) = ax + b. Et

feKer(?)«— f(-1)=0<= —a+b=0<=a=b.

Ainsi

FNnKer(®) ={x+— alx+1)]|ae€R} =Vect(h)
ol h est I'application de R dans R définie par : Vo € R, h(z) = x + 1. Comme h n’est pas |'application nulle, alors la
famille (h) est | une base de Ker(®) N F]

(c) Soit g € GNKer(¢). Alors il existe A et pu deux réels tels que, pour tout = € R, g(z) = Aarctan(z) + px. Et
geKer(<I>)<:>h(—1):0<:>—)\-%—u:0<:>u:—)\-%.

Ainsi g(z) = Marctan(z) — ATz = X (arctan(z) — Zz) et on a alors
G NKer(®) = Vect(h)
ou |'application h : R — R est définie par, pour tout x € R,

h(z) = arctan(z) — gx

Par définition la famille (h) est génératrice de G N Ker(®). Comme h n'est pas |'application nulle, en effet, h(4) =
arctan(4) — m < —7, alors la famille (h) est libre et donc c'est | une base de G N Ker(@)].

(d) Comme @ est a valeurs dans R alors Im(®) C R. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit @ € R et soit f I'application constante égale & . Alors f(—1) = « i.e. ®(f) = a. Donc a € Im(®). Ainsi

R C Im(®) et donc |Im(P) = R|.
3. (a) Soient A€ Ret M = (mi,j)(i,j)e[[l.,n]P S MR(R) et M’ = (m/i,j)(i,j)eﬂl,n]]z S Mn(R) Alors

Tr (AM + M") z”: AM + M'], z”: (A +mj;) = )\zn:mi,z‘ + z":m;l
i=1 i=1 i= i=

Ainsi Tr (AM 4+ M') = AXTr(M) 4+ Tr (M’). Donc I'application trace est , et comme elle est a valeurs dans R,

alors Tr est bien [une forme Iinéaire]

(b) Comme Ker(Tr) N Vect (I,,) est une intersection de deux sous-espaces vectoriels de M,,(R), alors Ker(Tr) N Vect (I,,)
est un sous-espace vectoriel de M,,(R), et donc {0,} C Ker(Tr) N Vect (I,,). Montrons I'inclusion réciproque.
Soit M € Ker(Tr) N Vect (I,,) . Alors il existe A € R tel que M = AI,. Et M € Ker(Tr) donc Tr(M) = 0. Or

Tr(M) = Tr (A, = zn: M), = zn: A=

i=1 i=1

Donc An =0 i.e. A =0. Ainsi M =0- I,, = 0,. Donc Ker(Tr) N Vect (I,) C {0,} i.e. [Ker Tr) N Vect (I,) = {0, }]
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(c) Comme Tr est & valeurs dans R alors Im(Tr) C R. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit maintenant o € R et soit M la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf m; ; valant a.. Alors

Tr(M) = imm =q.
i=1

Donc « € Im(Tr). Ainsi R C Im(Tr) et donc | Im(Tr) =R |.

(d) Soit (A, B) € My, (R)? avec A = (ai ;)i )e[1,n]2 €t B = (i), j)ei,n)2, on rappelle que AB = (¢; ;)i j)e1,n]2 avec
V(i,5) € [Ln]®, cij =Y airbr;.
k=1

On obtient alors :

n n

T‘I‘(AB) = Zci’i = Z Z ai,jbj,i = Z ij,iam = ch’j = TY(BA)
i=1

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

(e) Soient M et N deux matrices de M,,(R) semblables. Alors il existe une matrice de M, (R) inversible P tel que
N = P~1MP. Ainsi, d'aprés la question précédente,

Tr(N) = Tr (P~Y(MP)) = Tr (MP)P™") = Te(M).
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