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Corrigé du Devoir surveillé n°3

Exercice 1
Partie A
1. La fonction rationnelle z — n est dérivable sur | — 1,400 car x + 1 # 0 sur cet intervalle. De plus, la fonction
x
exponentielle est dérivable sur R donc la fonction d est dérivable sur | — 1, +o00[ par composition. On a pour z €] — 1, +o0],
T P ) bk O S S
(z+1)2 (z+1)2
Pour tout = €] — 1,400], G2 > 0 et e=+1 > 0 donc d'(x) > 0 et la fonction d est [strictement croissante] sur
x
| — 1,400
2.0na lim (z+1)=0" donc lim = —o00,or lim e”=0donc| lim d(x)=0]par composée de limites.
z——1+ z—=—1+x +1 T——00 z——1
x . . . . . 1
On a pour z €] — 1,4o0], poorn @ donc 111)11{100 o 1. Ainsi par composée de limites, @ETOO d(z) =e' = %

3. La fonction d est strictement croissante sur | — 1,4+00[ et on a lim d(z) = 0 et lim d(x) = e donc pour tout
r——1 r—+00

x €] — 1,400, |0 < d(z) < e].
4. (a) On peut utiliser la bibliothéque numpy et pour cela on utilise la commande import numpy as np.
(b) On peut définir la fonction suivante :

def d(x):
return np.exp(x/(x+1))

[y

N

(c) On peut utiliser la bibliothéque matplotlib.pyplot et pour cela on utilise la commande import matplotlib.pyplot
as plt.

(d) On peut écrire le programme suivant qui utilise la fonction d définie a la question 4.(b).

1 |x=np.arange(0,10,0.01)
2 | plt.plot(x,d(x))

Partie B

1. (a) On a déja montré dans la Partie A que la fonction d était dérivable sur | — 1, 4o0], ainsi la fonction f est dérivable sur
] — 1, +00] comme somme de fonctions dérivables. On a pour x €] — 1, +o0],

/ _ 1 T
f(z)flf(x_i_l)Qe .

La fonction f est elle-méme dérivable sur ] — 1, 4-00[ car 2 — (x4 1) est dérivable et ne s’annule pas sur cet intervalle.
On a pour z €] — 1, +o0],

" = (=) (x - emil _ 1 1 emil :eﬁ 2 _ 1
f'@) ===+ )7 @t 12 @rip (($+1)3 ($+1)4>

soit
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(b) Lorsqu'on fait la limite en —1 de f’, on a a priori une forme indéterminée. Ecrivons :

1 .1 z \?2 -
7(x+1)2ez+ :P X $+1 ez+

On sait que lim = —oo et que lim yeY = 0 par croissance comparée. Ainsi par composée de limites,
z——1+ x + 1 y——00

2 2
lim ac e=+1 = (. De plus, lim — =1 donc lim — X ac e=+1 = (.
z—=—1\x+1 z——1 12 z——1 22 x+1

On en déduit que [ lim f'(z)=1-0= 1].
r——1

On sait que lim ———— = 0, de plus, on a justifié a la question 2. de la partie A que lim e#+1 = e. Donc
z—+oo (x4 1)2 z—+o0
1

IEIJ,I}OO mexil = 0. On en déduit que @ETOO ffzy=1-0= 1]

(c) Etudions le signe de f”(x). On remarque que le signe de f”(z) dépend uniquement de 2z+1 car pour tout z €] —1, +00|,
(x+1)*>0ete 1 >0.0na:

1
f'(#)>0 < 22+1>0 = > o

1 4
De plus f’(fi) = 1— = On en déduit le tableau de variations de f.
e

x 1 L +00
2
Signe de
f”(x) - 0 +
1 1
Variations \ /
de f’ 4
f 4
e
. R — . . . 1 . .
2.(a) On va appliquer le théoréme de la bijection deux fois : une fois sur I'intervalle | — 1, 75] et une fois sur l'intervalle
[ +ool
——, Fo0l.
2 1
e Sur]—1, 75[ la fonction f’ est continue car dérivable sur | — 1, +oo[ d’aprés la question 1.(a), elle est également
1
strictement décroissante donc d'aprés le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de | — 1,—5] vers
1 4 4 4 1
-1, 75]) =[1-—-,1[.Or1——-<0donc0 € [1——,1], il admet donc un unique antécédent o €] — 1,75[
e e
. ) . . . . 1
par f'. Ce qui signifie que I'équation f'(x) =0 [admet une unique solution « sur l'intervalle | — 1, _§[J'
1
e Sur|— 2 +o0o[, la fonction f’ est continue et strictement croissante donc d'aprés le théoréme de la bijection, elle

1 1 4 4 4
réalise une bijection de | — 3 +oo[ vers f'(] — 2 +o0[) =]1——=,1[. Comme 1— - < 0,0 € [1——,1], il admet donc
e e e

1
un unique antécédent dans | — 2 +oo[. Or f/(0) = 1—1 =0, c'est donc 0 qui est |'unique antécédent de 0 par f’ sur

cet intervalle, cela signifie que, I'équation f'(x) =0 [admet 0 comme unique solution sur l'intervalle | — 3 —|—oo[J.

1
(b) Le réel o appartient a l'intervalle | — 1, —5[.

1
3. (a) Etudions le signe de f’. On sait que f’ est décroissante sur | —1, —5[ et s'annule en o donc f'(x) > 0 pour z €] —1,a] et

1 1 1
f'(x) <0 pour z €], 75[ De plus, f’ est croissante sur | — 2 +o0[ et s'annule en 0 donc f'(z) < 0 pour z €] — =, 0]

2
et f'(x) > 0 pour z €]0, +00[. On en déduit les variations de f :
e f est croissante sur | — 1, of
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e f est décroissante sur Ja, 0]
e f est croissante sur ]0, +o00[

(b) On a déja montré que IgTooeerl = e ainsi [lgrfoof(x) = +oo].

On a également montré dans la Partie A que lim e =0, de plus lim z +1=0donc| lim f(z)=0)
rz——1 rz——1 rz——1

(c) On peut alors dresser le tableau de variations de f.

x -1 « 0 +o0
Signe de
+ 0 - 0 +
f(z)
+00
Variations
de f
0 0

Exercice 2

1. (a) Soit n = 2 un entier. Les événements A,,, B, Cy, et D,, forment un systéme complet d'événements de probabilités non
nulles. Donc d’aprés la formule des probabilités totales, on a :

P(An+1) = Pa, (Ant1)P(An) + P, (Ant1) P(Bn) + Pe, (Ant1) P(Cr) + Pp,, (Ans1) P(Dn) -

Or, d'aprés |'énoncé, Py, (Ap+1) = % Pp, (Ant1) = % et Pc, (Apt1) = Pp, (Ap+1) = 0. Ainsi,
2 1
P(An41) = gP(An) + §P(Bn) .

(b) De méme, on a:
P(Bus) = 3P(Ca) + 3P(Dy);
P(Cos1) = 3P(A2) + 3P(B):
P(Duia) = 5P(Co) + 3P(D,).
(c) A I'instant 0, la puce se trouve sur le sommet A. Donc P(Ag) = 1, et P(By) = P(Cy) = P(Dg) = 0. Par ailleurs,

d'aprés I'énoncé, a l'instant 1, la puce se trouve sur le sommet A avec une probabilité 3 et sur le sommet C' avec une

1 2 1
probabilité 3 iie P(Ay) = 3 et P(Ch) = 3 On a donc également P(B;) = P(D;1) = 0. Dés lors, on a bien :

P(Ay) = 5 = 2P(Ao) + 3 P(By):
P(B;)=0= %P(C’o) + %P(Do) ;
P(CY) = 5 = 3 P(A0) + 3 P(By):
P(Dy)=0= lP(C’o) + %P(Do)

Par ailleurs,
P(Ay) = P(A1NAs)+ P(BiNAz)+ P(CiNAs)+ P(D1) N As).

Comme, P(B1) = P(D1) =0, 0n a P(B; N As) = P(D; N Ay) =0. Par ailleurs,

2 2 4

P(A1NAy) = Pa, (A2)P(A1) == X = = —;
3 3 9

1

P(ClﬂAg) :PC1(A2)P(01) =0 x § =0.
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P(Cy) = % et P(Dy) = % Et donc, on a bien :

4 1
Ainsi, P(As) = g De méme, on peut montrer que P(B3) = G

P(A3) = 5 = 2P(A) + 3 P(B):
P(By) = ¢ = L P(C) + 3 P(Dy):
P(Co) = £ = 2P(A1) + 5P(By);
P(Dy) = % - %P(Cl) 4 %P(Dl).

Donc, les relations précédentes sont encore valables pour n =1 et n = 0.

(d) Pour tout n € N, les événements A,,, By, C, et D,, forment un systéme complet d'événements, et donc
P(A,)+ P(B,)+ P(Cp)+ P(D,)=1.

2. D’aprés les relations établies précédemment, on a :

P(Ani1) = 2P(42) + 3P(B.);
P(Cast) = 3P(A) + 3P(Ba).
Or,
P(Ay) + P(By) + P(Cy) + P(Dy) = 1.
Donc,
P(Dn) :17P(An)7P(Bn)7P(Cn)
Et donc, . . . )
P(Bnt1) = =5 P(An) = 3 P(Bn) + gP(Cn) + 3
Deés lors, 1
P(4,00) gl rgh)
Un1= | P(But1) | = | =5 P(An) — 3P(Bn) + EP(Cn) +3
P(Cn+1) 1
—P(A,) + 5P(Bn)
Or,
L[4 3 0\ (P(A)\ (0
AU +B=>|-2 —2 1| |(PB.)|+:]|1
632 3 o) \pPcy/) 3\o
2P(An) + %P(Bn)
= __P(An) - %P(Bn) + éP(Cn) + %
SP(A,) + 5 P(B.)

a

3.(a) Posons L= | b | avec a,b,c € R. Alors,
c
a 1 4 3 0
L=AL+B & |b]| = G -2 -2 1
c 2 3 0

Lycée Charles de Gaulle, Caen 4 /12 (© M. Fontaine




ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°3

16 janvier 2026

2 1
= - —b
a 3a+ 3
1 1 1 1
—= b= —Za— =b+ - -
377 37T 5t 3
1 1
C = g(l‘i‘ §b
1 1
Za— =b —
397 2 0
PR IS SR SRS DU
397 3 67 3
L 1b—i— = 0
3 2 €=
On résout ce systéme par la méthode du pivot de Gauss :
1 1 1 1
ga— §b = 0 ga— §b
1 4 1 1 Lo+wIL3+Lo 5 5
_ _b_ _ — R . _b —
307 3 T3 6' " §°
1 1b-i- = 0 L 1b—i—
3@ 5 c = 3a 5 c
1 1
1 1
ja— b = 0 30— 3P
L3« Ls+L, 5 5 1 L3+ L3+& Lo 5
R Opp 2p- L ———— —b+
6
6 6 3
—b+ c= 0
D'ou
_ 3
“T 10
1
b= =
5
1
c= =
5
3
110

Et donc, I'unique vecteur L qui vérifie L = AL + B est L =

| =t

Notons Py, la proposition « U,, = A"(Up — L) + B ».
Initialisation (n = 0) :

AUy — L)+ L =13(Uy— L)+ L = Uy — L + L = Uy donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P, est vraie. D'aprés ce qui
précéde, on sait que L = AL + B et que U,11 = AU, + B. D’autre part, par hypothése de récurrence, on sait que

U, = A"(Uy — L) + L donc on en déduit que :

o Wik o

O wWl—= o

U1 =AU, + B=A(A"(Uy— L)+ L)+ B=A""" Uy~ L)+ AL+ B = A" Uy — L) + L.

Donc, P, 11 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N a savoir :

Vn € N, U,=A"Uy—L)+ L
4. (a) Calculons RQ :
1 1 3 0 -5 =5 10 0 O
RQ=[-1 -2 -1 -2 -4 2 |=10 10 0 | =1013.
-1 2 1 4 3 1 0 0 10
Ainsi, R est inversible, et ) .
0 —-=- =
2
1
B =550= g ‘g ;
? &1
5 10 10
Lycée Charles de Gaulle, Caen 5/12 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°3 16 janvier 2026

(b) Calculons CR — RD :

4 3 0o\ /1 1 3 1 1 3\ /1 0 0
CR-RD=|-2 -2 1] [|-1 =2 —1|-|-1 =2 =1 [0 =2 o0
2 3 0o/ \-1 2 1 -1 2 1)\0o 0 3
1 -2 9 1 -2 9
=[-1 4 -3|-([-1 4 -3
~1 -4 3 ~1 -4 3
00 0
=[o 0 o
00 0

1 n
(c) Notons P, la proposition : « A" = (6) RD"R™' » .
1\°
Initialisation (n = 0) : A° = I3 et (6) RD°R™ =1 x RI3R~' = RR" = I3 donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P, est vraie. D'aprés ce qui

1
précede, CR = RD et R est inversible, donc C' = RDR™!. Par ailleurs, C = 6A donc A = ERDRfl. D’autre part,

1 n
par hypothése de récurrence, on sait que A™ = (6) RD™R™, donc on en déduit que :

1\" 1 1n\" 1
Al = A" x A= (6) RD"R™! x 6RDR—1 = <6) X & X RD"R™'RDR™!

1 n+1 1 n+1
:(6) RD"I3DR_1:(6) RD"HIR!

donc P41 est vraie et ainsi la proposition est héréditaire.
Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N, a savoir :

1 n
Vn € N, A" = (6) RD"R™!'.

5. Calculons A™ grace a la formule obtenue a la question précédente :

A" = (1> RD"R™!

6
11
1 1 3\/t 0 0 0 7% 2
1 n
:(6) 1 =2 —1) o (=2 o[-t 2 1
12 1/J\0 o 3| P P 7}
5 10 10
11
nf1  (=2)» 3! 0 75 73
() (4 G S | RN
A R A VA B
5 10 10
(=2 2x3mtt 1 (=2)ntt g2 (—g)n gntd
5 3t T s T T3 5 10
2 +1 (72)n+2 3n+q (72)n+1 3n
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Dés lors :
Un = A"(Uo ~ L) + L
. (*2)” + 2 X 3n+1 71 N (72)n+1 3n+2
= <1> (=2)~t 2x3r 1 N (—2)n+2 3n+q
6 5 3 3 19
(=2)7t1 2% 3 1 (=2)7t? N g1
o 5 2 5 10
_ (_2)n n 2 x 3ntl _1 n ﬂ N 3n+2
= (1) (*2)n+1 2 x 3" 1 N (,2)n+2 3n+q
6 o 5 - 5 5 5 — .
RIS WE L e
o 5 2 5 10
_2\n 3n+1 1
S L A 3
-(5) |-S=-2-1 | 5
6) |~ 10 5 5
(=2)n*tt 3 1 i
10 5 5 5
I 3(3Yy L1 (1L
10 ( 6 5 (6) 5 (6)
BN AR YR YA
] 10\6 5 \6 A
1 -2 3 ' _o\" ' N
OI’, 6, ?, 66] 1,1[donc nggloo <? =0, ngl}rloo (6) —0et

lim P(D,)=1-

n—-+o0o

(72)71 3n+1
) 10
72)n+1 g
b) 10
(_2)n+1 N 3n
5 10
—2\"n 3n+1
( 5) * 10
_9\n+1 n
(=2 3"
b) 10
(72)n+1 N g
) 10
3 n
li °) =
n—rtoo <6> 0

= 1. Donc,
3
=1

ot

. Donc :

|~ m—m——
(@n)

—
— |

I e =5 ee
O1|>~U!|>—l5|oo

5
3
10
i
5
3
10

Lycée Charles de Gaulle, Caen

7/12

(© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°3 16 janvier 2026

Probleme 1

Partie | : Quelques résultats généraux

1. Montrons par récurrence double le résultat. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété : « u, = n ».
Initialisation u; =1 > 1,us = 2 > 2 donc la propriété est vraie pour n = 1 et pour n = 2.

Hérédité Soit n € N* et on suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1, montrons la au rang n + 2.
Par définition de (), cn, Unt2 = Uny1 + U, donc d'aprés I'hypothése de récurrence :

Upta 2N +14+n=2n+1

Ornzl=2n>2n+1=2n+12>n+2doncon a bien : u,12 > n+ 2, ce qui assure que la propriété est vraie
au rang n + 2.

Conclusion Vn € N*,  u,, > n.

Comme lim n = 400, le théoréme de comparaison assure que [ lim wu, = +oo].
n—-4oo n—+00

7 n
2. Montrons par récurrence double le résultat. Pour n € N, on note P(n) : « 0 < u,, < <Z> ».

0 1
e ae e , 7 , 7 7
Initialisation D'une part, on a: ug =1 donc 0 < ug < <Z> . D'autre part, ona: u; = 1 donc 0 < uy < 1= <—> .
La propriété est donc vraie pour n = 0 et pour n = 1.

Hérédité : Soit n € N et on suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1, montrons la au rang n + 2.
Par définition de (), cn, Unt2 = Uny1 + U, donc d'apres I'hypothése de récurrence, on a :

7 n 7 n+1
g n g n n .
o<mn<(g) +(3)
Or
N (YT (T (T 2 (7Y (T
4 4 \4 4) \4 4 \4 16
Donc
zn+ zn+1< znxﬁi znx z27 zn+2
4 4 ~\4 16 \4 4 \4 ’
Ainsi
N /7T\"T 7\ 49 N /7\? /7\""?
-] +(- <[-)] x==(-] x[-=-]) =[- )
4 4 4 16 4 4 4
7 n+2
On a donc bien : 0 < upq2 < (Z) , ce qui assure que la propriété est vraie au rang n + 2.
. \"
Conclusion Vn € N, 0 < u,, < 1

n
3. Montrons le résultat par récurrence simple. Posons pour Vn € N*, P(n) : « ZUQk_l = Uz, — 1 ».
k=1
1
Initialisation Zugk,l =wu; =1 =wuy — 1 donc la propriété est vraie pour n = 1.
k=1
Hérédité Soit n € N* et on suppose la propriété vraie au rang n, montrons la au rang n + 1.

n+1 n

E Ugk—1 = E U2k—1 + U2(n+1)—1
k=1 k

=1
=gy — 1 + ugyq1  d'aprés I'hypothése de récurrence

=Ugni2 — 1 d'aprés la définition de (un),cy

La propriété est donc vraie au rang n + 1.
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n
Conclusion Vn € N*, E Uk—1 = Uzp — 1.
=1

n
4. Montrons le résultat par récurrence simple. Pour ¥n € N, posons P(n) : « Zuk = Upt2 — 1 >.
k=0

0
Initialisation Zuk =ug =1 =wus — 1 donc la propriété est vraie pour n = 0.
k=0
Hérédité Soit n € N et on suppose la propriété vraie au rang n, montrons la au rang n + 1.

n+1

n
E Up = E Uk + Up+1
k=0 k=0

= Upyo — 1 + upy1 d'aprés I'hypothése de récurrence
= Up43 — 1 d'apres la définition de (uy), oy

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

n
Conclusion Vn € N, Zuk = Upt2 — L.

k=0
5. Soitn € N.
1 n n n
Sn_ 1 Up :Z Up :Zup+2—up+1
2 2 2r+1 2r+2 2r+2
p=0 p=0 p=0
par définition de (uy),,cy. Donc :
n n n n
oy lmoy oty ey oy
2 2r+2 2r+2 2r+3 2r+2
p=0 p=0 p=0 p=0

Par changement d'indice dans chacune des sommes, on a donc :

S nt2 U nt! U U U u
o _ P _ P _ _ 20 2y Y
2 2; 2ptt ; ool = 2 <8"+2 21 22) (S"“ 21)
) 3 1 .
En conclusion, S?" = 2Sp42 — 5~ Sp+1 + 3= 2842 — Spt+1 — 1. Ainsi, [%Z = 2Sp+42 — Sp41 — 1]
Partie |l : Lien avec les matrices
6. Soit n € N.

0 1 U U U
AX, = " = n+1 = ) = X
" ( L1 ) ( Un+1 ) ( Un + Unt1 Un+2 et
7. Montrons le résultat par récurrence. On note pour n € N, P(n) : « X,, = A" X ».

Initialisation Par convention A% = I, donc A°Xy = Xj. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
Xnt1 = AX,, d'aprés la question précédente
=Ax A" Xy
= A"T1X,

par hypothése de récurrence

Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion ¥n € N, P(n + 1) est vraie.

8.(a)

1
2 4 2 2 +

2
e <1+\/3> C142V545 34v6 1445

Ainsi, ¢ est | solution de I'équation z? = z + 1.]

Remarque : on pouvait aussi résoudre |'équation z2

du second degré.

—x — 1 =0 avec la méthode usuelle de résolution des équations
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: . 1
(b) Deux méthodes sont possibles pour trouver une relation entre — et .

Méthode 1 :
12 20-45) _2(1,\/5)_\/3,1_\@“,2_@_1
¢ 1+v5  (1+V5)(1—+5) —4 2 2
Méthode 2
On a ¢? = ¢ + 1 donc en divisant par ¢ > 0 on a :
+1
(p:(p—:l+_
P P
1
donc|—=¢p—1|
P
On en déduit que :
1\? ) ) 1
5 =1-p)F=1-2p+¢ :1f2§0+<,0+1:2f50:1*50+1:*;+1

1
Ainsi —— est aussi [racine de I'équation 22 = = + 1].
¥

9. (a) P est une matrice 2 X 2, on calcule donc ad — be qui vaut ¢ — p = —/5 # 0. Donc P est inversible d'inverse
P (P (e ).
VElmy 1) Vsl e

rrar= (506 )

GBle —1) 1)\e
5 D6 )
VEA-L =1/ \¢ @
:L(Hw;w 1+<p—<p2>
VE\-1+¢" —¢ —1+9p—-¢

Or ¢ et @ sont solutions de I'équation 2 = 2+ 1 donc —1 4+ ¢* — ¢ = 1+ @ — @*> = 0. De plus par définition de @ on

a pp = —1. Donc :
1
PlAP—<2+9” 0 >
vi\ 0 —2-9¢

S~

Enfin :
2+ 2+155 545 5/545
NG NG 2v/5 10

. —2_ 5
On vérifie de méme que \/5(‘0 = 3. Ainsi |[P~'AP =D)ou D = (90 0)_

0 ¢
(c) Soit n € N, notons P(n) : « A" = PD"P~! ».
Initialisation Par convention A° = D% = I, donc

PD°P~t=PLP ' =PP ' =1 = A"
Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
ATl = A x A"

= A x PD"P~!  par hypothése de récurrence
= PDP'PD"P™' car D =P 'AP donc A= PDP™!
= PDI,D"P~!
= pprtipt

Ainsi P(n + 1) est vraie.
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Conclusion Pour tout n € N, A" = PD"P~ 1.
(d) La matrice D étant diagonale, on a, pour tout n € N,

_ 1 /1 1\ [¢™ 0 -5 1)
A" = PD"P — n
\/5(@ @)(0 w)(@ -1
76 ) G F)
VE\y @ pp"
1 n—1 n
ﬁ@ ;><iﬂ so) car e =l
L(@nl @ —1 907117@” 1)
\/5 © (,0 (Pn+ _@n-?-

10. Soit n € N. D’aprés la question 7 ,

X, =A"X,
B L (pn—l _ (ﬁn—l (pn _ @n o
= \/3 (pn _ @n S0n+1 _ @n-i—l uy
_ L (Pn—l o @n—l (Pn o @n 1
\/5 (pn _ (ﬁn (pn-l-l @n—k—l 1
En conservant uniquement la premiére ligne, on a donc :

Up == ("1 - " — ") = % (" 'A+e)—g" 1 +@)

(Qﬁn-’_l o @n-l-l) )

Sl

Conclusion : Vn € N, Etn =

Partie Il : Z-décomposition

n 0123|456 |7 |8 9]10
u, | 1] 12]3]|5|8]|13|21|34]| 55|89

12. (a) D’aprés la définition de la Z-décomposition, on ne peut avoir deux termes consécutifs de la suite ( u, ) (c'est le sens
de la contrainte : Vi € [1,k — 1], ¢; + 1 < ¢;41). Donc ug + us + ugz n’est pas la Z-décomposition de 6. En revanche
u1 + u4 convient puisque 1 <1 < 4.

11. On calcule les premiéres valeurs de u,, :

b) 5 = uy est la Z-décomposition de 5 .
35 =1+ 34 = uy + ug est la Z-décomposition du nombre 35 car 1 <1 < 8.

)
c)
) 130 =89+ 34+ 54 2 = ujg + ug + ug + uz est la Z-décomposition du nombre 130 car 1 < 2 < 4 < 8 < 10.
)

(
(
(d
(

13.(a) n est fixé et d'aprés la question 1, on sait que la suite (uy)nen diverge vers +0o donc par définition de la divergence

d'une suite vers +o0, il existe un entier naturel J non nul tel que : [Vz' >J, u;>2n+ 1].

(b) u1 =1<ncarneN* doncle A,.
De plus, d'aprés la question précédente : Vi > J, u; > n + 1. Donc pour tout ¢ > J,i ¢ A,. Donc A, C [1,J —1],

donc A, [contient au plus J —1 élémentsj.

(c) 1 € A, donc 1 < max(A,), autrement dit j > 1.
De plus par def|n|t|on d’'un maximum, j € A,, donc par définition de A,,u; < n.
Enfin j +1¢ A, car j +1 > j = max(A4,), donc, par définition de A,,, n < ujt1.
On a donc bien montré les inégalités voulues.

(d) D’aprés la question précédente, n < w11, donc n —u; < Ujy1 —

j.
Or par définition de (uy,),uj41 — u; = uj—1 donc on a bien : .

14. Python On peut écrire la fonction suivante :
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1 |def fibonacci(n):
2 if n==0 :

3 return 1

4 elif n==1 :

5 return 1

6 else

7 u=l1

8 v=1

9 for k in range (2,n+1)
10 w = u4v
11 u=v

12 v=w

13 return v
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