ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°3 Janvier 2025

Corrigé du DS n°3

Exercice 1 ESCP 2018, voie T

. a b I . o
1. (a) Les matrices M = ( c d > appartenant a & vérifient en particulier que ad — bec = 0 donc d’aprés le cours, elles ne
sont pas inversibles.

(b) e Posonsa=1,b=1,c=—-1letd=—1.Alorsa+d=1—-1=0et

ad —be=1x(=1) =1 x (~1) = =141 =0 donc ( i 1)65

e Posonsa=1,b=—-1,c=1letd=—-1.Alorsa+d=1—1=0et

ad—bc=1x(-1)—(-1)x1

—1+1=0donc < 1 _1>65

1 -1
(c) oPosonsSz(i i)‘f'(i _1):(3 g)

Alors ad —bc=2x (-=2) —0x0=—-4#0donc S ¢ &

1 1 1 -1 2 =2
oPosonsP:(1 l)x(ll):(2 2)

Alorsa+d=2+2=4#0donc P ¢ &

On constate donc que la somme et le produit de deux matrices de £ (n'appartiennent pas nécessairement a 5.]

a’>+bec ab+ bd
ac+cd be+ d?

(d) Soit M = ( y

Or M € & donc en particulier, on a a +d = 0 donc :

M2 a’?+bc bla+d) \ [ a®+be 0
“\cla+d) be+d* ) 0 be + d?

b ) une matrice de £. Alors M? = <

De plus, M € & donc en particulier, on a ad — bc = 0 donc ad = bc donc :
a>+bc=ad’>+ad=ala+d) =ax0=0

et
be+d®=ad+d>=dla+d) =dx0=0

Finalement, on a justifié que si M € &, alors M? = < 8 8 ) = 0s.

Par suite, pour tout entier n > 2, ona M"™ = M? x M" "2 =0y x M" "2 = 0.

En conclusion, pour n > 2, .
2.(a) 1x5—(-2)x2=5+4=9=#0doncla matriceAest.

(b) Calculons K :
1 2 3 0 -2 2
K:A_SI:(2 5)_(0 3)2(2 2)

Onaalorsenposanta=—2,b=2,c=-2etd=2,a+d=-2+2=0etad—bc=-2x2-2x(-2)=—-444=0

donc .
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(c) Montrons ce résultat pa récurrence. On pose pour n € N, P(n) : « A" = 3" +n3" 'K,
Initialisation (n =0) On a d'une part A = I et 3°7 4+ 0 x 371K = I donc P(0) est vraie et la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n € N, on suppose P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

ArTl = A" x A

= (3"I+n3""'K)A d'aprés I'hypothése de récurrence
=3"A+n3""'KA
=3"(K +3I) +n3" 'K(K +3I) car par définition de K, A = K + 31
=3"K + 3" +n3" 'K* 4+ n3"K
=3"K + 3" + n3"K car K? =0 puisque K € £
=3""T+(n+1)3"K

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.

, ) o - 30 1 -2 2 Vs
D'aprés ce qui précéde, A < 0 3" >+n3 <_2 2>dou

qn_ (3T 2mx 3" amx 3t
- —2nx 3" 342 x 37!

3. (a) D'aprés la question 2.(b), on sait que K € £ donc d'aprés la question 1.(d), on a K% = 0y i.e. (A — 31)% = 0,.
En développant, on obtient que A% — 64 + 91 = 05 donc a = —6 et B = 9 conviennent.
Il reste a justifier I'unicité de a et 3.
Soit donc (o, 3) € R? tel que A% + oA + BI = 0, et soit (a/, ') € R? tel que A% 4+ o/ A+ B'I = 0,. Par soustraction,
on obtient I'égalité :
(a—a YA+ (B-8)1=02
Raisonnons par |'absurde et supposons que « # . Alors on aurait (o« —a') A = (8" — B) I et puisque o — o’ # 0, on
B —B
a—ao
qui impose B3 — ' =0i.e B=4.
En conclusion, («, 3) = (—6,9) est [I’unique couple de réels tels que A% + A + 81 = 02].
(b) D’aprés la question précedente, A> — 6A 4+ 91 = 0 donc —A% + 6A = 9I et par suite A(—A + 61) = 9I donc

1 1 )
A [5(/1 + 6])} =Tlie A [3] — EA] = I ce qui suffit & prouver que la matrice A est inversible et que :

I, donc A serait diagonale, ce qui est absurde. Donc o = o/ Par suite, (8 — 3') I = 02, ce

aurait I'égalité A =

2 1
ATt =2T1--A
3 9
(c) K =A—3I donc A= K + 3] donc d'aprés la question précédente
2 1
AT =2T--A
3 9
2 1
=-I—-—-(K+3I
2
2 lg 3y
3 9 9
2
2ol L
3 9 3

Par conséquent :

Pour n = —1, on a donc :
1 1
3" +n3" 'K =374 (—1) x 372K = 3 gk = At
donc la formule A™ = 3" 4+ n3" 'K reste valide pour n = —1.
Montrons qu'elle reste également valide pour tout p € Z\N. Tout élément p € Z\N s'écrit p = —n avec n € N*.

Montrons par récurrence sur n € N* que A™" =37"] —n3 " 'K.
Notons P,, la proposition « A™™ = 37" —n3 " 'K ».
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5. (a) La fonction Python suivante calcule et renvoie a,, pour tout entier naturel n non nul.

Initialisation (n —1) :

Nous venons de constater que A~ = 3717 — 372K donc P; est vraie.

Hérédité Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que P, 11 est vraie. Par hypothése de

récurrence, on sait que A~" = 37"] —n3 " 'K et on sait que K2 = 0, donc :

Af(nJrl) — A1

= A" x AT

= (3" -n3"""'K) (37'I - 37°K)
=3 -3" 2K —n3 " 2K +n3 " 3K?
=3~ (n+1)37" K

=3~ (p+1)3- (1K

donc P, 41 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion D’aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N*, a savoir

Vn € N*

En conclusion, la formule A" = 3" + n3" 'K est valide pour tout n € Z.

A =3""] —n3 " IK

robleme 1
. La fonction Python suivante permet de calculer S,, pour tout entier naturel n non nul.
def somme (n)
S=0
for k in range (1, n+1)
S=S+k
return S
. n(n+1) , ) . ) .
. Le cours assure que pour tout n € N*, | .S, = — 5 | ceque I'on démontre aisément par récurrence cf cours du Chapitre
3
Ona:Sg=1+2+3+4+54+6+7+8=36=06> Donc Sg est bien .
. Soient (m,n) € (N*)*. On a les équivalences suivantes

S, =m?

= 4n(n+1) = 8m?

= 4n® +4n—-8m?* =0
= dn’ +4n+1-8m? =1
— (2n+1)? —8m? =1

n(n+1)

2

=m

2

def suite _a(n):

a=1

a_ next = 2

for k in range(1,n—1):
a_temp = a
a = a_next
a_next = 2xa_next + a_temp

return a

CO~NOOT B~ WN
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(b) On peut reprendre le méme programme adapté a la suite (b,,) :

1 |def suite _b(n):

2 b=1

3 b _next =3

4 for k in range(l,n—1):

5 b temp = b

6 b = b next

7 b next = 2%b_next + b_temp
8 return b

6. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété : « a, € N* ».
Montrons par récurrence double que P(n) est vraie pour tout n € N*.

Initialisation a; = 1 € N* et a; = 2 € N* donc la propriété est vraie aux rangs 1 et 2 .

Hérédité Soit n € N*, supposons la propriété vraie aux rangs n et n + 1. Montrons alors qu'elle est vraie au rang n + 2.
Par définition, ap42 = 2a,41 + an, et par hypothése de récurrence a,+1 € N* et a,, € N* donc a,42 € N*. Donc la
propriété P(n + 2) est vraie. Donc la propriété est héréditaire.

Conclusion le principe de récurrence assure que la propriété est vraie pour tout n € N*,

7. On a dong, pour tout n € N*, apy9 — Gpy1 = Gnt1 + Gy, donc comme a,4+1 € N* et a, € N* ap10 — ant1 € N*, en
particulier ;42 > an41. Ceci est également vrai pour n = 0 puisque a3 =2 > 1 = a;.

Conclusion : la suite (a;,),, oy~ est une suite [strictement croissante dont tous les termes sont entiers ]

8. (a) Calculons quelques termes, on conjecture que, pour tout n € N* b, est impair. On démontre cette conjecture par
récurrence double. On pose pour n € N*, P(n) : « b, est impair ».

Initialisation (n =1) et (n =2). On a by =1 et by = 3 donc la propriété est vraie aux rangs 1 et 2.

Hérédité Soit n € N*, on suppose P(n) et P(n + 1) vraies, montrons que P(n + 2) est vraie.
Par hypothése de récurrence, il existe deux entiers k et k¥’ tels que b, = 2k + 1 et b,,1 = 2k’ + 1. On a alors :

bnyo =22k +1)+2k+1=22K" +1+k)+1=2K +1 avec K € N.

Ainsi by, o est impair et la propriété est héréditaire.
Conclusion le principe de récurrence assure que la propriété est vraie pour tout n € N*.

(b) Notons, pour tout n € N*, P’(n) la propriété : « a, est de la parité de n ».
Montrons par récurrence double que P’(n) est vraie pour tout n € N*.

Initialisation a; = 1 est impair (comme 1) et as = 2 est pair (comme 2) donc la propriété est vraie aux rangs 1 et 2 .

Hérédité Soit n € N*, supposons la propriété vraie aux rangs n et n+ 1. Montrons alors qu’elle est vraie au rang n+ 2.
Par définition, a, 12 = 2a,41 + a,, donc, comme 2a,1 est pair, a,12 est de méme parité que a,, donc de méme
parité que n par hypothése de récurrence. Or n et n + 2 sont de méme parité donc la propriété P(n + 2) est vraie.
Donc la propriété est héréditaire.

Conclusion le principe de récurrence assure que la propriété est vraie pour tout n € N*. Ainsi, pour tout n € N*, a,,
est de la parité de n.

9. (a) Soit n € N*.
Un42 = bn+2 + an+2\/§
= 2bn+1 + bn + (2an+1 + an) \/5

=2 (bus1 + ans1v3) +2 (b +a,V2)

= 2un+1 + un

Conclusion : pour tout n € N*, (un+2 = 2Upy1 + unj

(b) Afin de déduire de la question précédente que pour tout n € N* u,, = (1 + \/5)” on peut raisonner par récurrence
double ou appliquer la méthode usuelle pour la détermination des suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

10. On reproduit la démarche de la question précédente afin de montrer que pour tout n € N*, v, = (1 — \/5)"

11. On a alors, pour tout n € N*,

b2 — 242 = (bn + anﬁ) (bn - anﬁ) = v = (1 +V2)" (1 = V2)" = (1 + V2)(1 — V2))" = (~1)"
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12. (a) D’aprés la question précédente, pour tout p € N,
b3, — 2a3, = (—1)*? = 1.

Or d'aprés la question 6 , asp, et by, sont des entiers naturels pour tout p € N*. Enfin d'aprés cette méme question
ces nombres ag, et by, sont deux a deux distincts pour tout p € N*, puisque les suites (a,),cy- €t (bn),cy- SONt
strictement croissantes.
Conclusion : il existe une infinité de couples (a,b) d'entiers naturels tels que v* — 2a* = 1.
(b) On reprend les nombres de la question précédente : d'aprés la question 7.(b-, les nombres as, sont pairs pour tout
p € N* et les nombres by, sont impairs pour tout p € N*.
Conclusion : il existe une infinité de couples (a, b) d’entiers naturels tels que a est pair, b impair et b* — 2a* = 1.
13. D'aprés la question 4, S, = m? <= (2n+1)* — 8m? = 1.
Soit p € N*. D'aprés la question 11.(a), b3, — 2a3, = 1.
Or d'aprés la question 11.(b), ag, est pair et by, est impair.
—1 a
2~ etm = —2L.
2
La relation bip - 2a§p =1 devient (2n +1)* — 8m? = 1, donc | S,, = m?|.

Ceci est vrai pour tout p € N* donc il existe [une infinité d’'entiers n € N*j tels que S, soit un carré parfait.

Posons donc n =

14. (a) On utilise ce qu'on a démontré dans la question 12, on utilise donc les différentes valeurs de p.

by —1
On remarque que by = 17, donc on obtient n = 4 = &, c'est la valeur obtenue a la question 3 qui n'est pas assez
grande.
bg — 1 .
On calcule donc bg qui vaut 99 . On obtient n = 6 = 49 qui est suffisamment grande. On a alors, d'aprés la
2
question 12, S5 = (%) = 352,
49 x 50

= 1225 = 352

Remarque : en effet Sg =

(b) Le script Python suivant répond a la question :

for k in range (10):
n=( suite_b (2 xk)-1) / 2
m=suite _a (2 *x k) / 2
print( n x(n+1) / 2, m *xx 2)$%

A WODN =

Probléme 2

1. (a) Calculons ad —bc. Ona:ad—bc=1x(—2)—1x1=—-3%#0. Ainsi la matrice P est inversible et
1 /-2 -1 1/2 1
-1 _ _ -
e )0 )
1 /2 1 1/1 1 174 2
—14_ * =+ _ -
PA3<1 —1)X2<2 0>6<—1 1)'
1 0

174 2 1 1 1/6 0

-1 _ _ —

P (D0 936 90 )

donc on a bien P~1AP = D.

2. (a) D'aprés la question précédente, P! AP = D donc en multipliant par P a gauche, il vient PP~*AP = PD, soit encore
AP = PD et en multipliant par Q a droite, on obtient APP~! = PDP~!, soit encore A = PDP~ 1.
(b) Notons P, la proposition : « A™ = PD"P~! ».
Initialisation (n = 0) :
A’ =T, et PD°P~ ' = PLLP~ ' = PP~ ! = I, donc P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P, est vraie. Par hypothése de
récurrence, on sait que A" = PD"P~!. D’autre part, d'aprés ce qui précéde A = PDP~'. Donc on en déduit que :

puis

A" = A" x A= PD"P~' x PDP™' = PD"[LbDP~' = pp"*'p~!
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donc P41 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n dans N, 3 savoir :

Vn €N, A" =pPD"p1.

1 0
(c) La matrice D est diagonale donc D" = 0 <l)n pour tout n € N.
2

(d) D'apres ce qui précéde, pour tout entier n € N, on a :

1 0 )
n __ np—1 __ n - 2 1
A" =PD"P _(1 2) o (-1 X?,(l 1)
2
d'on
C()
n_ 2 1/2 1

puis

| =
[\
+
/T
N
e N—
3
|
/T\
N —
~_
3

A" =

n n n—1
Or, —2 x (—%) =(=1) x 2 x (=1 (=)™t x L _ (—%) donc on a bien :

ey
A= 2 2t
(0

2 2

3. Les événements A,,, B, et C,, forment un systéme complet d'événements donc d'aprés la formule des probabilités totales :

P(Any1) = P(An)Pa, (Ang1) + P(Bn)Pp, (Any1) + P(Cn) Po, (Any1)

Or, d’aprés |'énoncé :

1
P4, (Ant1) =0 Pg,(Ans1) = 1 Pc,(Apt1) =0
donc
1,
n41 = 4 n

De méme, en utilisant a nouveau la formule des probabilités totales :
P(BnJrl) = P(An>PAn (Bn+1) + P(Bn>PBn (Bn+1) + P(Cn>PCn (Bn+1)

Or, d’aprés |'énoncé :
1

Pa,(Bpy1) =1 Pp, (Bny1) = 3 Pc,(Bpy1) =1

donc
1
Anp+4+1 = An + §bn + cn

Enfin, en utilisant a nouveau la formule des probabilités totales :
P(CnJrl) = P(AH)PAn (Cn+1) + P(Bn>PBn (Cn+1) + P(Cn>PCn (CnJrl)

Or, d’aprés |'énoncé :
1
PBn (CnJrl) = 5

Pa, (Cpny1) =1 P, (Cpy1) =1

donc

Cn+1 = an
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4. Soit n dans N. Alors d'aprés ce qui précéde :

1 1 1 1 1 1
bn = an _bn n = _bn _bn _bn = _bn _bn
+2 a+1+2 +1 T+ Cny1 1 +2 -1-1‘1'4 5 +1+2

5.(a) A l'instant 0, la mouche se trouve dans la piéce B donc ag = 0, bg = 1 et ¢y = 0 et donc d'aprés la question 3, on a

1 1
b1:a0+§b0+00:—.

2
b 1
Par conséquent, Uy = <b1) = | 2 |. Soit n dans N. Alors d’aprés 4 :
0
1

1 1 1 1
o o _bn _bn n

AU, =12 2 (bzﬂ) I = (be) =Upt1
1 o)\ - n

Donc on a bien U,,+1 = AU, pour tout entier n € N.

(b) Notons P, la proposition : « U, = A"Uy ».
Initialisation (n = 0) :
AUy = I,Uy = Uy donc Uy = AUy donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P, 1 est vraie. Par hypothése
de récurrence, on sait que U,, = A"Uy. D'autre part, d’aprés la question précédente, on sait que U,,+1; = AU, donc :

Un+1 = AUn =Ax AnUo = AnJrlUO

donc P, 41 est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n dans N, a savoir :

Yn €N, U,=A"U.

(c) Soit n dans N. D'aprés la question précédente, ainsi que la question 2.d) :

2+( 1)" 1 ( 1)" 1
1 Z
Up=A"Up = 5 2n71 2n71 2
3 24 1 1— 1 1
2 2
ie
* % ok
(bZJrl)—l 1 ) 1 n—1 . 1 n—1
n 3 5 + 5 +1- 3
donc
) _1 1+1X 1 n—1+1 n—1
"3 2 2
d'ou

ce qui permet de conclure :

1 1 1\
i .S =1 l n=0C = bp_1=—712 —= .
(d) Soit n dans N. Sin alors a, = ¢ 4b 1 12( +< 2> )

-1
Sin=0alorsay=cy=0et2+ (5) =2 —2 =0 donc la formule précédente reste vraie pour n = 0. Ainsi,

1 1 n—1
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Probléme 3

Jroo.]

1. Ona:
e On sait que lim In(z) = —oo donc par quotient | lim f(z) =
z—0t z—0t
) ) 3 . 1n(:r) e
e On sait que par croissance comparée, lim = 0 donc par passage a | |nverse[ lim f(z) =
T—+00 T—+00
e On sait que lim In(z) = 0~ donc par quotient {hm flz) = foo.}
r—1— r—1—

e On sait que lim In(z) = 0" donc par quotient [ hm flz) = +OO.}

z—1t

2. Pour tout = € D, les fonctions & — x et x — In(z) sont dérivables sur D. De plus, In(z) # 0 donc la fonction f est

dérivable sur D.

1
La fonction f est de la forme £ avec uw(x) =z et v(z) =In(x). Ona: v/ (z) =1et v (z) = —. Ainsi

v
IxIn(z)—zx+ In(z)-1
(In(z))>  (n(2))* "
Or In(z)? > 0 pour x € D donc f'(x) est du signe de In(z) — 1.
3. (a) Etudions le signe de In(xz) — 1. On a pour z € D :

@) =

In(z) —1>0 < In(z) > 1 < z>e".

On a alors le tableau de variations suivant :

x 0 1 e 400
Signe de _ _ 0
f'(z)
0 +0o0o +0o0o

Variations
de f

Onaf(e)zﬁz%:e.

(b) D’apres ce qui précéde, la fonction f est strictement croissante de [e; 400 dans [e; +0o[. De plus, la fonction f étant
dérivable sur D, elle est en particulier continue sur [e; +00[. Ainsi d'aprés le théoréme de la bijection, f réalise une

bijection de [e; +00[ dans [e; +o0].
4.(a) Soitz €D, ona:

flz)=2z <= hj:r) =1 & 1n2x) =1 carzxz#0
Ainsi :
flz)=2 <= In(z) =1 < xz=e
Ainsi . = {e}.

(b)

Dressons alors le tableau de signes de ce quotient :
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x 0 1 e +00

Signe de
1 —In(z) + 0 B

Signe
de In(z) - 0 +
Signe de

(1 —1In(z)) — + 0 _
In(x)

5. (a) Notons P(n) la propriété : « u, > e ».
Initialisation (n = 0) up = 3 > e donc P(0) est vérifiée.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, u,, > e. Or on a montré que f est strictement croissante sur [e; +oo[ donc on a :

f(“n) > f(e).

Or f(un) = tn41 et f(e) =e. On obtient donc
Un41 2 €.
La propriété P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, la propriété P(n) est vraie pour tout n € N.

(b) Etudions le signe de w41 — ty,. On a pour n € N :
Unt1 — Up = f(Un) — Up.

Or f(x) — 2 < 0 pour z > e et on vient de montrer que pour tout n € N, u,, > e. Ainsi u,+1 — u, < 0. La suite (uy)n
est donc décroissante.

(c) D’apreés les questions précédentes, la suite (uy ), est décroissante et minorée par e donc d'aprés le théoréme de conver-
gence monotone, la suite (u,), converge vers une limite £ qui vérifie £ > e.
Montrons que ¢ = e.

On sait que lim w, = ¢ donc lim w,4+1 = ¢. De plus, la fonction f est continue sur D donc lim f(u,) = f(¥).
n—-+o0o n—-+oo n——+o0o

La limite ¢ vérifie donc :
0= f(0).

Or on a montré a la question 4.(a) que I'équation f(x) = = admettait une unique solution égale a e. Ainsi .

6. (a) D’aprés la question 2., on a pour 2z € D :

In(z) — 1
4 - 7
)= Tty

2
1 1
Calculons le terme 11 (1 - ) et montrons qu'il est égal & f'(z). On a pour x € [e; +00] :

4 In(z)

10w 30 ()
1 (In(z)? — (In(x) —2)?
4 ( . In(x)? . )
_ i (ln(x) - ln(lj:lzx)—lz— 41n(x) — 4) _ i (4(1111153([2; 1)) _ lnlilx(?r)—Q 1 ().
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(b) Pour z € [e;+00], f'(z) > 0 donc

1 2 \°
R — <
Or 1 <1 ln(x)) < 0 donc

1
If/(z)] < g Ppourze [e; 400
7. On démontre ici ce qui était admis dans I'énoncé. La preuve s'appuie sur I'inégalité des accroissements finis vue dans le
Chapitre 13.
. . . 1
La fonction f est continue et dérivable sur [e; +00[ et on a pour tout € [e; +oo|, |f/(z)| < 1 De plus, pour tout n € N,

on a montré que u, € [e;+oo[. Ainsi d'aprés I'inégalité des accroissements finis, on a :

£ () = F(@)] < Flun el

or upt+1 = f(un) et f(e) =e, on a ainsi pour tout n € N :

|’U,n+1 *e| < Z|’LLn — €.

(a) Montrons le résultat par récurrence.

1
Notons P(n) la propriété : « |u, — €| < YT

e 1 . 1 :
Initialisation (n =0) ugp =3 donc |up —e| =3 —e~0.3 et 0= 1 ainsi |ug —e| < ok P(0) est donc vraie.
Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

D’apreés la question précédente, on a :

[Unt1 —e| < ~|uy — €]

4
1 . )
Or |up, —e| < T P hypothése de récurrence donc :
1 1
|Un+1fe| g Z X 4_77,
ainsi : 1
|u71+1 - €| < gn+1-

La propriété P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est
vraie, a savoir :

1 " 1
(b) Remarquons que Yol <Z> . Comme 1 €]—1;1[, ona:

Orona: .
0<|un—e|<4—n

Ainsi d'aprés le théoréme d'encadrement, on a :

lim |u, —e|=0.
n—-+oo

Ce qui nous permet de conclure que .
n—-+oo
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Probléeme 4

1. (a) Comme la suite (x,) est croissante, pour tout n € N* et pour tout k € [1,n], xx < ,. Soit, en sommant cette
inégalité pour k variant de 1 a n :

n n
k=1 k=1
n n
or an = nx,. Ainsi on a Zxk < nxy,, soit .
k=1 k=1
(b) Soit n € N*, on a:
1 n
1 & 1
— Yn = T — — T
Yn+1 — Yn nt1 Z k n k
k=1 k=1
1 1) & 1
= - — T + x
() X g

L (gt zan)
= —Yp + Tn, .
n+1 Y +1

Or d'apres la question 1., y, < x,, mais comme la suite (z,) est croissante, on a =, < Tp41 SOIt Ypn < Tpt1. Ainsi

1 > 0, on en déduit que y,+1 — yn = 0 et donc la suite (y,,) est .
n

(c) La suite (y,) est croissante donc soit elle diverge vers +oco soit elle est convergente. Supposons qu’elle diverge vers
~+00, comme pour tout n € N*, y,, < x,,, d'aprés le théoréme de comparaison, cela impliquerait que (x,,) diverge vers
+00 or c'est impossible car par hypothése (x,, converge vers un réel £. Ainsi (y,,) est .

(d) Soit n € N*, ona:

comme

1 2n 1 1 n 1 2n 1 1 2n
Yon = 5= ) Tk =3 (szk‘f'ﬁ > xk) =3 (ynJrg > wk)-
k=1 k=1 k=n+1 k=n-+1
Comme la suite (z,,) est croissante, pour tout k € [n + 1,2n], x; = x,. Ainsi :
2n 2n
1 1 1
Esz>ﬁan:ﬁxnxxn:xn.
k=n+1 k=n-+1

. e e, Ty +
On en déduit donc I'inégalité voulue, | yo,, > "Ty" .

(e) En combinant les inégalités des questions 1.(a) et 1.(d), on a pour tout n € N*,

Or la suite (z,,) converge vers £ donc la sous-suite (z2,) également. On sait d'aprés la question 1.(c) que la suite (y,)
converge, notons ¢’ sa limite. La sous-suite (y2,) converge également vers /. En passant a la limite dans l'inégalité
précédente, on obtient :
L+
2

<<t

0+
soit ¢/ < (et J;

converge vers £ |.

2. (a) Montrons le résultat par récurrence. On pose pour n € N, P(n) : « uy, € [0,1] ».

< ¢ qui équivaut & £ < 20/ — ¢ <= ¢ < (. On obtient donc ¢ = ¢ et la suite (y,)

Initialisation (n = 0) par hypothése ug € [0, 1] donc P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Par HR, u,, € [0,1] donc u? € [0, 1[ par croissance de la fonction carré sur R™. Par suite u? + 1 € [1,2[ et donc

241 1
u"; € [5, 1[C [0, 1[. La propriété est donc héréditaire.

Un+1 =
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(b)

Conclusion D'apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, € [0, 1].

Commencons par étudier la monotonie de la suite (u,), soit n € N,

ui—f—l_

ur —2un +1  (up —1)?

= 0.

Un+1 — Up = Up =

2

2

La suite (u,) est donc croissante, de plus elle est majorée par 1 donc d'aprés le théoréme de convergence monotone,

elle (converge vers un réel Ej.

On sait que lim wu, = £ donc on a également
n—-+o0o
2 41 241
lim Un = + .
n—-+oo 2 2

n

2
n

. . ~ . - 1. "z u .
Ainsi, en passant a la limite dans I'égalité u,+1 = , on obtient :

241
g Bt

Ainsi £ = 1. La suite (un) (comvergs vers 1),

soit 20 =/(*+4+1 soit (£—1)*=0.

lim wp4+1 = £. De plus, par opérations sur les limites, on a :
—+00

i. On a montré a la question 2.(a) que pour tout n € N, u,, # 1 donc Vn € N, v,, # 0. Ceci assure donc que la suite

(1n) est bien definie]

ii. On peut proposer les fonctions Python suivantes :

1 |def suite _u( n ):

2 u=1/2

3 for k in range(n):

4 u=(ux*2+1)/2

5 return u

6 |def suite w(n):

7 return 1/(1—suite _u(n+1))—1/(1—suite _u(n))

iii. Soitn e N, ona:

ui+172u71

Un — Un+1 1*un*1+un+1 2

(un — 1)2

1

Wy, = = =

I —unp)(L—un) (1 —w,)(1 - %ty (1 —w,) (5

iv. Comme lim w, = 1, par opérations sur les limite, on montre que

lim w, =—=|
n—-+oo n—+ 2

1= un)2(1+un) L+un

. 1 . . : 1
v. La suite (w,) converge vers 5 donc d'aprés le résultat de la question 1, la suite (z,) converge également vers o

1 1

lim nvpy = 2.
+oo

n—

Or par télescopage, pour n € N*, z, = — ——. Ainsi
NUnp+1 nvy
1
= Zn + —
NUp+1 nvy
1 . 1 1 T
On en déduit donc que lim = — et donc par passage a |'inverse :
n—+00 NUp41 2
Il reste a remarquer que d'une part :
v
NUp = NUp+1 X n
Un+1
et que d’autre part :
1 —u? 1+ u,
vn+1:1*un+1: n:(lfun) =
2 2
. (%
soit —— = 2z,,.. On a alors :
Un+1

NUp = NUpy1 X 22,

Or lim 2z,=1et lim nwv,41 =2, on en déduit donc que .
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
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