ECG1, mathématiques Devoir Surveillé n° 3 12 janvier 2024

Devoir Surveillé n°3

Durée : 4h

Les documents et tout matériel éléctronique sont interdits.

Rédigez sur une copie double en laissant une marge suffisante au correcteur.

Numérotez les exercices, les questions traitées (et vos copies en fin d’épreuve).

Encadrez ou soulignez vos résultats. En cas de non-respect de cette consigne, des points pourront &tre retirés.

Justifiez vos affirmations avec clarté, précision, concision et rigueur.

ok =

Pour répondre a une question, vous pouvez admettre les résultats d'une question précédente non résolue, du moment que ce soit
clairement indiqué sur votre copie.

Ce sujet de quatre pages est composé de deux exercices et d'un probléme en trois parties. Bon courage !

Exercice 1

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire :

La fonction d est définie sur | — 1; 4o00[ par :  d(z) = exp (#_1)
1. Calculer la fonction dérivée d’. En déduire les variations de d.
2. Déterminer les limites de d en —1 et en +o0.

3. Montrer que, pour tout z > —1: 0<d(z) <e

4. (a) En Python, quelle bibliothéque doit-on importer pour définir la fonction exponentielle 7 Quelle instruction écrivez-vous
pour importer cette bibliothéque 7

(b) Ecrire une fonction Python pour définir la fonction d.

(c) Quelle bibliothéque doit-on importer pour tracer des courbes? Quelle instruction écrivez-vous pour importer cette
bibliothéque ?

(d) Ecrire un programme permettant de tracer la courbe de la fonction d sur [0, 10].

Partie B : Etude de la fonction f

Dans cette partie, on s'intéresse a la fonction f définie sur I'intervalle ] — 1; 4+o0[ par :

f(x) :z+1—exp(#_1).
On désigne par [’ et f” les dérivées premiére et seconde de f.
1. (a) Pour z €] — 1; +o0], calculer f'(z) et f"(x).

Veérifier que :  f"(z) = %
€T

. / _ . / _
(b) Montrer que xlinhf (x)=1et Ill}llloof (x)=1.

exp (1)

(c) Dresser le tableau de variations de f.
2. (a) Démontrer que I'équation f'(z) = 0 admet sur I'intervalle | — 1; +o0[ deux solutions dont I'une est 0.
Dans la suite du probléeme, on notera a la solution non-nulle.
Préciser I'intervalle auquel appartient .
Etudier les variations de f.
Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Dresser le tableau de variations de f.
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Exercice 2

Une puce se déplace a chaque unité de temps sur les quatre sommets, notés A, B, C et D, d'un carré selon le protocole
suivant :
e A l'instant 0, la puce se trouve sur le sommet A.
e Sial'instant n (n > 0), la puce se trouve sur le sommet A, elle sera a I'instant n + 1 sur le sommet A avec la probabilité
% et sur le sommet C avec la probabilité %
e Sialinstant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet B, elle sera a l'instant n + 1 sur le sommet A avec la probabilité
% et sur le sommet C avec la probabilité 3.
e Sialinstant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet C, elle sera a I'instant n + 1 sur le sommet B avec la probabilité
% et sur le sommet D avec la probabilité %
e Sial'instant n (n > 1), la puce se trouve sur le sommet D, elle sera a I'instant n + 1 sur le sommet B avec la probabilité
% et sur le sommet D avec la probabilité %
On notera, pour tout n € N :
A,, I'événement : "la puce se trouve sur le sommet A a l'instant n";
e B, I'événement : "la puce se trouve sur le sommet B a |'instant n";
e (C, I'événement : "la puce se trouve sur le sommet C & l'instant n";
e D, I'événement : "la puce se trouve sur le sommet D a l'instant n".

1. (a) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier n > 2, on a :

2 1
(b) Exprimer de méme, pour tout entier n > 2, P(B,41), P(Cpy1), P(Dnt1) en fonction de P(A,,), P(B,), P(C,) et

P(D,).
(c) Verifier que les relations précédentes sont encore valables pour n =1 et n = 0.

(d) Justifier que, pour n € N :
P(A,) + P(B,)+ P(Cy)+ P(D,) =1.

1 P(4,)
2. On pose Uy = [ 0| et pour tout n € N, on note U,, la matrice définie par : U, = | P(B,) | . De plus, on pose :
0 P(Cy)
1 4 3 0 1 0
2 3 0 0

En utilisant les relations trouvées précédemment, établir pour tout n € N, la relation :
Ups1 = AU, + B.
3. (a) Déterminer une matrice L a trois lignes et une colonne vérifiant :
L=AL+B.
(b) Etablir pour tout entier naturel n, la relation suivante :
U,=A"Uy—L)+ L.
4. On pose C' = 6A. Soit R, D et Q les matrices d'ordre 3 définies par :

1 1 3 1 0 0 0 -5 -5
R=[-1 -2 —-1|, D=0 -2 0| e Q=(-2 -4 2
-1 2 1 0 0 3 4 3 1

(a) Calculer RQ. En déduire que R est inversible et donner R~!, o R~! désigne la matrice inverse de la matrice R.
(b) Calculer CR — RD.
(c) En déduire pour tout entier naturel n, la relation suivante :
n 1 " np—1
A" = 5 RD"R™".

5. On admet que la limite de la matrice U,, lorsque n tend vers +0c0, est une matrice U dont les coefficients sont obtenus en
prenant la limite des coefficients de U,, lorsque n tend vers +o00. Déterminer U et préciser 11111 P(D,).
n——+00
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Probleme 1

Soit (un),, ¢y la suite définie par : u=1 wur=1 e VneN, upio=uUpr1+ Un.

Dans tout cet exercice il n'est pas nécessaire d'utiliser les résultats vus en cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Partie | : Quelques résultats généraux

1. Montrer par récurrence double que : Vn € N*, u,, > n. En déduire 1113 Uy, .
n— o

7 n
2. Montrer par récurrence double que : Vn € N, 0 < u,, < (Z) .

n
3. Montrer par récurrence simple que : Vn € N*, E Uok—1 = Uop — 1.
k=1
n
4. Montrer par récurrence simple que : Vn € N, E Up = Up42 — 1.
k=0
n

) e _ B Up
la suite définie par : VneN, s, = Z TSR
p=0

En remarquant que pour tout pE N, Up = Up+2 — Up4+1, MONtrer sans récurrence que :

5. Soit (54),en

S
VTLGN, = :2Sn+278n+171.

2
Partie Il : Lien avec les matrices
. 0 1 Up
Soit A = . On pose, pour tout n € N, X, = .
1 1 Un+1

6. Vérifier que pour tout n € N, AX,, = X,,41.
7. En déduire que pour tout n € N, X,, = A" X,.

1 5
8. On note p = +2\/_.

(a) Vérifier que ¢ est racine de I'équation 2% = x + 1.

1 . 1 . , _
(b) Exprimer — en fonction de ¢ et vérifier que —— est aussi racine de I'équation 22 = z + 1.
4

1
On notera dorénavant ¢ = ——.
¥
9. On pose P = (1 {>
Y ¥

(a) Montrer que P est inversible et calculer P~1.

(b) Vérifier que P~AP = D ou D = (g 2?)

(c) Montrer que pour tout n € N, A" = PD"P~1.

(d) En déduire I'expression de A™ pour tout n € N en fonction de ¢ et @.

n+1l _ —n+1)

10. En déduire la formule dite « formule de Binet » :  Vn €N, u,, = ((p @

Sl

Tourner la page
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Partie Ill : Z-décomposition

Dans cette partie on considére toujours la suite (uy,) définie en début d'exercice.

neN

On s'intéresse au théoréme suivant (que |'on admet).

Théoréme : Pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique entier k et un unique k-uplet d’entiers (c1, . ..

k
c1 =1 etpourtout i€[l,k—1], c¢+1<ciy1, telsque n:Zuci.
i=1

Cette décomposition s’appelle la Z-décomposition du nombre n.
Par exemple, n = 4 se décompose en : 4 = 1+ 3 = u; + uz. Donc k =2 et (¢1,¢2) = (1, 3).

Par ailleurs, n = 17 se décompose en : 17 =1+ 3+ 13 = uy + us + ug. Donc k = 3 et (c1,¢2,¢3) = (1, 3,6)

11. Calculer les premiers termes de la suite jusqu'a uig.
On vérifiera en particulier que u1g = 89.

,Ck), Vérifiant :

12.(a) En remarquant que 6 = 1+ 2+ 3 = uy + uz + us et que 6 = 1 4+ 5 = wuy + uy, donner la Z-décomposition de 6 et

justifier votre choix.
(b) Donner la Z-décomposition du nombre 5.
(c) Donner la Z-décomposition du nombre 35 .
(d) Donner la Z-décomposition du nombre 130.
13. Soit n € N*.

(a) Justifier I'existence d’un entier naturel J non nul tel que : Vi > Ju; 2 n+ 1.
Notons A,, = {i € N* u; < n}.

(b) Montrer que 1 € A,, et que A,, contient au plus J — 1 éléments.
Soit alors j = max (A,,), c'est-a-dire que j est le plus grand entier appartenant a A,,.

(c) Montrer que j > 1 et que uj; < n < wjy1.
(d) Démontrer que n —u; < uj_1.

14. Python Compléter la fonction suivante afin qu’elle renvoie u,, pour tout n € N.

1 |def fibonacci(n):

2 if

3 return . ...........

4 elif .............

5 return ........ ..

6 else

7 U= ..........

8 V=

9 for k in range (2,n+1)
1

5

2

13 return . ...... ... ..., .
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