ECG1, mathématiques Corrigé du DS n°2

Novembre 2024

Corrigé du DS n°2

Exercice 1

1. On remarque que P(1) = 0 ainsi le polynéme = — 1 divise P et il existe @ € R[z] tel que P(z) =
déterminer @ en effectuant la division euclidienne de P par x — 1. On obtient alors :

Q(x) = 32* + 16z + 5.
Il reste a factoriser Q. Son discriminant vaut 196 = (14)2. Le polyndme @ posséde donc 2 racines :
—-16—14 -16+14 1

r=—————=-5H et xy=

6 6 3

On a donc :
Qx)=3 <z+%) (x+5).
En conclusion,
P(z)=3(x—1)(x+5) <x + %)

1
2. On remarque que l'inéquation (I) peut s'écrire (care™* = —).
e
e3” 4+ 13e?* — 11e* — 5
>

eJ}

(I) < 0.

Posons X = €%, on a alors :
P(X
(I) = %>0 <~ P(X)>0.

On est donc amené A résoudre :

3(e” — 1)(e” + 5) <e”“' + %) >0

(x — 1)Q@. On peut

1
On remarque que pour tout x € R, e +5 > 0 et e* + 3 > 0 ainsi le signe de ce produit dépend du signe de ¢” — 1. Or on

a .

Ainsi .

Exercice 2 Etude de fonctions

e"—1>0 <= z>1In(1)=0.

N
1. La fonction ¢ est de la forme T avec N =1n(A) et D =1n(B). Il faut donc A > 0 et B > 0 et que D # 0. |l faut donc :

1+2>0, 1—2>0, 1—xz#1.

Ainsi (D, =] — 1;0[U]0; 1]}

2. (a) En suivant un raisonnement du méme type que précédemment, on obtient | Dy =] — 1;1[|.

(b) Calculons la dérivée de ¢, on a pour € D, :

H%ln(lfx)—ln(qux)% (1—2)In(1—2z)+ (1 +2)In(l + )

¢ () = (1= 2))° D e

.. / — h(l’)
Ainsi, ED () = (1 —22)(In(1 — x))Qj
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(c) Calculons la dérivée de h, pour x € Dy, on a:

Mx)=-1xIn(l—-2)+(1-1z)x +1xIn(l4+z)+(1+4+2x)x =In(l+2z) — In(1 — z).

1—-2z 1+2x
(d) Cette inéquation est bien définie sur ] — 1;1[. On a pour z €] — 1;1],
In(l-z)<ln(l+z) <= l-z<l4+z <= 0<2z < 0< 2.
Ainsi | . =]0; 1] .

(e) De la question précédente, on en déduit que h'(z) > 0 pour = €]0; 1] et h'(z) < 0 pour z €] — 1;0][.

(f) On est maintenant en mesure de dresser le tableau de variations de f.

T -1 0 1
B (z) — 0 +
h \ /
0
(g) D'apres le tableau de variations de h et comme h(0) = 0, on en déduit que pour tout x €] — 1;1[, | h(z) > 0|
(h) Rappelons que pour z € D, ¢'(x) = = )(( ()1 pIER Or pour z €] — 1;1[,1 —2® > 0 et (In(1 — x))* > 0. De
plus, nous venons de montrer que pour z e] —1;1[, A'(z) = 0. On en conclut que pour z €] — 1; 1], ¢'(z) > 0.
x -1 0 1
¥ (z) + +
3. Pourz € Dy, ona:
In(1 + z) 1 1
Ainsi pour x € D,
pr)=-2 = (1+2)(1-2)* =1 <= 2(@*—2-1)=0 < z=0o0uz?—2—-1=0
Or 0 ¢ D,. De plus,
c—orx—1=0 << x = 5 oux = 7

-5 1—-+/5
V5 € D,. On peut donc conclure que | .7 = { 2\/_} i

Or V5> 1donc z =

1 5) . 1
+2\/_ ¢ D,. On vérifie bien que

4. (a) On a la fonction suivante :

1 |def phi(x):

2 y=np.log(l+x)/np.log(l—x)

3 return y

(b) On a les instructions suivantes :

1 |[import matplotlib.pyplot as plt
2 |xl=np.arange(—1,1,0.1)

3 |plt.plot(xl,phi(x1))
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Exercice 3

1. (a) On effectue une récurrence double. Pour tout n € N, on pose P(n) : « u, est bien défini et strictement positif.»

Initialisation Comme ug =1 et u; = e, les propriétés P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité Soit un entier n. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies, montrons que P(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, u, et u,41 sont bien définis et strictement positifs. Donc /u,u,1 est bien défini et
strictement positif i.e. u,42 est bien défini et strictement positif.
La propriété P(n + 2) est donc vraie.

Conclusion D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

(b) Ona:VneN

1 1
In (upt2) =1In (,/unun+1) =5 In (up) + B In (upt1) -

Ainsi, la suite (In (un)),, 5 est [récurrente linéaire d'ordre 2].

1

(c) La suite (In(un)), >, est récurrente linéaire d’ordre 2, son équation caractéristique est x? — 575" 0.

[\

Les deux solutions de |'équation sont 1 et —3 Ainsi il existe A et p deux réels tels que :

1 n
Vn € N, 1n(un))\+u<§> .

Comme In (ug) = 0 et In(u1) = 1, on en déduit (en résolvant un systéme linéaire) que

Ainsi pour tout n € N, In(u,) = ; <1 — <§> )

(d) On peut compléter le script comme suit :

CO~NO O~ WN -

def calcul suitel(n):
v=1
u=np.exp (1)
for k in range(n—1):
W=V
v=u
u=np.sqrt (u*xw)
return(u)

2.(a) Ona:V¥neN,

Un+3 — Up+2 = Up42 + 5un-i—l — bu, = (un+2 - un-i—l) +6 (un-l-l - un) .

La suite (tn41 — un),>q est [récurrente linéaire d'ordre 2].
=

b) La suite (tni1 — Un est récurrente linéaire d’ordre 2, son équation caractéristique est : 22 —z — 6 = 0.
+ n>0 q q

Les deux solutions de cette équations sont 3 et —2. Ainsi il existe \ et u deux réels tels que :
VneN, upty1—up=X-3"4+p-(=2)".

Comme u; —ug =1 et ug —u; = 1, on en déduit (en résolvant un systéme linéaire) que

Ainsi on obtient : Vn € N,
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(c) L'astuce consiste & vérifier que : Vn € N*,

Ainsi on obtient : Vn € N¥,

Probléme 1

Partie |
1. Ona:

Et donc, pour tout £ > 2, NF = N2 x NF=2
2.(a) Ona:

(b) Ona:

n—1
Uy = Z (U1 — ug) + uo.
k=0
=2t k2 . k
- +1=12 23 gz 2k +1
k=0
3 3"— 2 1 (-2)
2. z. 1
5 2 +5 3 *
3n+1+( 2)n+1+5
10 15 6
-1 0 0 -1 0 0O
2 0 0 2 |=]|00 0]=0;3
0 0 0 O 0 0O

:03 XNk72 :03.

0 1 0 1 -1 0
2 1 0 1 0 1

0 0 1]|][-10 —2|=p5
-1 -1 0/ \o 1 o0

2 1 0\ /3 10 1 0 1
0 0 1|({-2 0 0]|-1 0 -2
1 -1 0/ \0o 0 1 0 1 0
4 2 0 1 0 1

0 0 1|[-1 0 -2

1 -1 0/ \0o 1 0
2.0 0

01 0|=D

00 1

(c) On a QAP = D. En multipliant & gauche par P, on obtient PQAP = PD. Or, PQ = I5 donc on a IsAP = PD soit

AP = PD. On multiplie maintenant a droite par @, cela donne APQ = PDQ. Or, PQ = I5 donc Alj

A = PDQ.
(d) Notons P, la proposition :
Initialisation (n =0) :

« A" =P

D"(Q »

A% = I3 et PD°Q = PI3Q = PQ = I3 donc P est vraie.

= PDQ donc

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P,, 1 est vraie. On a :
AT = A" x A
=PD"Q x PDQ
= PD"I3DQ
— PDn+1Q
donc P41 est vraie.
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Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, la proposition P,, est vraie pour tout n dans N, a savoir :

A" =PD"Q
2" 0 0
(e) Puisque D est diagonale,ona D" = 0 1 0]. Or, d'aprés la question précédente, A" = PD"(Q. Donc,
0 0 1
1 0 1 2" 0 0 2 1 0
A"=1-1 0 -2 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 -1 -1 0
2" 0 1 2 1 0
=|-2" 0 -2 0o 0 1
0 1 0 -1 -1 0
"t —1 2" -1 0
=|-2"t4+2 242 0
0 0 1
3.(a) Ona:
3 10 0 0 -1 0 0 -1
AN=[-2 0 0 00 2 |=(0 o0 2
0 0 1 0 0 O 0 0 0
0 0 -1 3 10 0 0 -1
NA=10 0 2 -2 0 0]=(0 0 2
00 O 0 0 1 0 0 0

Donc on a bien AN = NA.
(b) On note P(n) la propriété : « A™ = A" +nNA" 5.
Initialisation (n=1) Ona A' = A et A' + INA'™' = A+ N = A car A’ = I3 par convention. Ainsi

Al = Al pINAT!

et P(1) est vraie.
Hérédité Soit n € N*, on suppose P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Ona:
Al = A" x A

= (A" +nNA""' x A  par hypothése de récurrence
= (A" +nNA"!' x (A + N)
= A" L AN £ nNA™ + nNA™IN
= A" £ NA" + nNA™ + nN?A"" 1 car AN = NA
= A" 4+ NA" + nNA™  car N =03
= A" 4 (n+1)NA™

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on a :

Vn e N*, A" = A" + nNA" L.
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(c) On adonc:

A" = A" + pNA" !
ontl_ 1 9n_1
=|-2""' 42 —2" 42
0 0

-1 on -1 2nl_1 0
2 —2n 42 —2nlyo
0 0 0 1

o

OO O OO o
OO O OO o

P g | -1
=|-2"tt42 —2m 42 2
0 0 0

ontl_ 1 9n_1
=|-2""1 42 —2" 42
0 0

—_— oo P OO = OO
+
S

oo _—m —_—

ontl 1 om 1 —n
=2t 42 —2"42 2p
0 0 1
Partie Il
1. Ona:
3 1 -1 Tp 3%y + Yn — 2n Tn+1
AU, =[-2 0 2 Yn | = —2x, + 2z, = | Yn+1 | =Unt1
0 0 1 Zn Zn Zn+1

2. Notons P,, la proposition : « U,, = A"Uy »
Initialisation (n =0) :
AUy = I3Uy = Uy donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que P, est vraie.
On sait que U,+1 = AU, d’aprés la question précédente, et que U,, = A"Uy par hypothése de récurrence. Dés lors,

UnJrl = AUn =Ax AnUO = AnJron

donc P41 est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n dans N, a savoir :
U, =A"Uy

3. On a donc:

Tn
Yn = n:AnUO
Zn
ontl_ 1 9" 1 —n 1
=|-2"tl4+92 942 on| x |1
0 0 1 1
ot _ 149" _1-n
=|-2"tl 424 9" 1249pn
1
ontl yon_9_p
= -2"tt —2" 444 2n

3x2"—-2—-n
=|-3x2"4+4+2n
1

Partie 111

1. (a) Pour tout n, on a z,4+1 = 2z, donc (z,) est constante. Ainsi, pour tout n, z, = zg = 1.
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(b) On adonc 211 =3xp + yn — 1 €t ypt1 = 2, + 2.

2. (a) Calculons rpi11 = Tpt1 + Ynt1
Tn4+1 = Tn+1 +yn+1 :3$n+yn_1_2xn+2:xn+yn+1:Tn+1

Ainsi, la suite (7, )nen est une suite arithmétique de raison 1.

(b) Donc, pour tout n € N,
Tn+tYn=Tpn=To+Nn=xo+yYo+n=2+n

3.(a) Ona:

Sn+1 = 2Tp41 + Ynt+1
= 2(3n 4 Y — 1) — 22y + 2
=4z, + 2y,
=22z, + yn)
= 25,
Donc, la suite (s, )nen est géométrique de raison 2.

(b) Donc, pour tout n € N,
2Ty + Yn = Sp = 80 X 2" = (2mg + yo) X 2" =3 x 2"

4. On remarque que :
Sn — Tn :2zn+yn*$n7yn = Tn

Ainsi, pour tout n € N,
Ty =8, —Th=3x2"—-2—n

De méme, on remarque que :
2rp — S = 2(Tn + Yn) — 2T — Yn = 2%n + 2Yn — 2Tn, — Yn = Yn
Ainsi, pour tout n € N, on a :
Yn =2 — 8, =2(24+n) —3x2"=-3x2"+4+2n

On retrouve donc bien les résultats de la partie Il

Probléme 2

Partie |

1. D'aprés le cours, il y a deux cas.
Premier cas x = 1 et dans ce cas,
n n
g k= E 1=n.
k=1 =1

Deuxiéme cas x # 1 et dans ce cas,

=\ 1—a" x—gnt!
g "=z = .

1—2 11—z
k=1

2. (a) Soit z € R\{1}. La fonction f,, est une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur R et donc en particulier sur
R\{1}. En dérivant I'expression obtenue a la question précédente, on trouve que, pour tout = € R\{1},

f(g) = Lot D) (1 —2) 4 (z—2"") 1-(n+1)a" +namt!
ni (1—x)2 B (1—x)2

(1)

D'autre part, pour k € [1,n] fixé, on sait que la dérivée de = — z* est z + kz*~1. On a alors par somme, pour tout

x e R\{1},| fl(x) = kakj

1— I n+1
On a donc d'une part, pour tout = € R\ {1}, G“,’l(x) = (n+1)a” +nz ]
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(b) Les deux formules trouvées a la question précédente doivent &tre égales. Par conséquent, pour tout = € R\{1}, on a :

n

§:km¢_1__1—(n—+1hﬂ-+nx”“J

2 1-2)2

1
3. On pose z = 5 € R\{1}. D'apres la question précédente, on a :

“~ k 1—(n+1)5 +ngmr ( n+2)
> = =4(1-—=).
2n+1

k—1 1
k=1 2 22

n+2

Or, ETEsY > 0. On en déduit que :

"k
> gy <4
k=1

n -+ 2 . i . s
De plus, —— —— 0 par croissances comparées. Ainsi par opérations,
27+l nstoeo

Partie Il

1. Soita > 0, la fonction = + a+x est définie sur R. De plus, la fonction z + v/ est définiesur R, eta+z > 0 <= z > —a.

Ainsi par composition, f est définie sur | Dy = [—a, +0o0[|.

2. Soit z € D¢. On a alors © > —a donc z + a > 0. Ainsi, par croissance de la fonction racine carrée sur Ry, il vient
Va+z=f(z) >0 =02> —a puisque a > 0. Donc f(z) € Dy. En conclusion, {Df est stable par f.]

3. (a) L'équation est a résoudre sur [—a, +oo[. Pour qu’il y ait des solutions, il faut aussi que = > 0. Soit z € Ry. Comme
va + x et x sont positifs, on a :

Vatr=r<=a+r=a><—=2>—z—a=0.

. o s .. A . ) 1+ +vV1+4a
Le déterminant du trindme a étudier est A = 1 + 4a > 0. Ainsi, ce trindme a deux racines qui sont 11 = ———

2
1—+1+4+4a

et 19 = ————— . Cependant, comme a > 0, on a 1 + 4a > 1 et donc par stricte croissance de la fonction racine

carrée, o9 < 0. Ainsi,

1++v1+4
\/a+$:x<:>x:%.

1++v1+4a
5 .
(b) Un point fixe de f est un réel = € Dy vérifiant f(x) = x. D'aprés la question précédente, f admet un unique point fixe

14+ +v1+4a
5 .

L'équation admet une unique solution qui est |z =

sur Dy qui est |p =

4. Soit € [0,p]. On aalors 0 < < pdonc 0 < a < x4+ a < p+ a et donc par croissance de la fonction racine carrée sur
Ry, 0 < va < f(z) < f(p) = p car p est le point fixe de f. Ainsi, f(z) € [0,p]. En conclusion, [[O,p] est stable par f].

5. Soit z = p. On a alors, par les mémes arguments qu'a la question précédente, = + a > p + a donc f(z) = f(p) = p donc
f(z) € [p,+oo]. En conclusion, [[p, +o0] est stable par f].

6. (a) L'inéquation est a résoudre sur [—a,4oo[. Pour qu'il y ait des solution, il faut aussi que = > 0. Soit z € R, par
croissance de la fonction z +— 22 sur Ry et car va + et  sont positifs, on a :

\/a+x<x<:>a+$<x2<:>x2—x—a>0.

Or, d’aprés le cours sur les trinémes, 2> — x — a est positifs a |'extérieur de ses racines. D'aprés les calculs de la question

3.(a), l'inéquation a pour solutions | [p, +00[ |.
(b) Onag(x) <0 <= Va+z—2<0.
D’aprés la question précédente, la fonction g est (négative sur [p, +oof et positive sur [O,p]].

7. Raisonnons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : « u, existe et u, € Dy ».
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Initialisation (n = 0) ug existe et est un élément de Dy d’aprés I'énoncé.
Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie. On a alors u,, € Dy. Or, la fonction f est définie sur Dy d'aprés la question
1 et Dy est stable par f d'aprés la question 2. Ainsi, u,+1 = f (u,,) existe et est un élément de Dy.
Conclusion D’aprés le principe de récurrence, nous avons démontré que la suite est bien définie.
8. (a) Supposons que ug > p. Raisonnons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : « uy, = p ».
Initialisation (n =0) Pourn =0, on a ug > p par hypothése donc P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N fixé. On suppose P(n) vraie. Montrons que P(n + 1) I'est aussi.
On a alors u,, € [p, +oo|. Donc, d'aprés la question 5., wp41 = f (un) € [p, +00| donc up+1 = pet P(n+ 1) est
vrale.
Conclusion D'aprés le principe de récurrence, on a démontré que : Vn € N, u,, > p.
(b) Soitn € N.
Unt1 = Up = [ (Un) = Un = g (Un).
Or, d’aprés la question précédente, u,, > p pour tout n € N et d'aprés la question 6.(b), g est négative sur [p,+o0o].

Ainsi, unq1 — u, < 0. La suite (uy),, o est .

(c) Nous avons démontré en question 8.(b). que la suite est décroissante, et en question 8.(a) qu'elle est minorée par p.
Ainsi, d'apres le théoréme de convergence monotone, la suite (uy,),, oy converge vers un réel £ > p. Par ailleurs, f étant

continue sur son ensemble de définition, on a: lim f(u,) = f(¢). De plus, comme lim wu, = ¢, on a également
n—-+oo n—-+oo

11111[1 Un+1 = £. Par unicité de la limite, on déduit que f(¢) = ¢ et que donc £ est un point fixe de f.
n——+0o0

La suite (un), ¢y est (convergente et d'apres la question 3.(b), sa limite est p].

9. On adopte le méme raisonnement que dans la question 8. On montre d'abord par récurrence que : Vn € N, u,, € [0,p] en
utilisant la question 5., puis on montre que la suite est croissante en utilisant la question 6.(b), enfin on montre que la
suite est convergente d’apreés le théoréme de convergence monotone car elle est croissante et majorée par p. Par le méme
raisonnement sur la limite £, on l'identifie la limite grace a la question 3.(b).

Ainsi, lorsque ug € [0, p], la suite (un),cy [converge également vers p].

10. En appliquant les résultats précédents avec a = 1 > 0 et w,, = x,, avec ugp = xo = 1, on montre que la suite (x,)

1+vV1+4x1
5 .

neN

converge vers p =

Ainsi, la suite (z1),,cn Econverge vers p =

1+\/5J.

2

Partie 111
1. En utilisant les définitions, on a :
2
1+2—k 3-2
a =[] # =227 =922 =4,
k=2

3
a =[] BTN — 927 032 — 9t 32 — 144
k=2

u():\/a():l
uy = \/ao + /a1 = \/ 1+ V4 =3,

ug\/ao+,/a1+\/£\/1+\/4+\/ﬁ\/1+\/m\/1+\/1_\/5.

2. Soit n € N* a,, > 0 comme produit de nombres strictement positifs. On peut donc appliquer la fonction In, et grace a ses
propriétés, il vient :

n+1 n+1

In (k277" on 2=k 1y (k) ) X
n(a,) ,;2 ( ) B ,;2 ’i (k) _ ’i In(k)

2n 2n 2n

car In(1) = 0. Pour tout n € N¥,
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3. Posons f : x + In(z) — x. f est définie et dérivable sur [1, +00 [ comme somme de fonctions usuelles dérivables sur cet
intervalle et pour pour tout x € [1,+00[, on a :

1
fl(z)y==-1<0.
X
Ainsi, f est décroissante sur [1,4+o00 [ et comme f(1) = —1 < 0, f est négative sur [1, +00[.

Ainsi, pour tout = € [1,4+o0], |In(z) < x|

4. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n + 1], d'aprés la question précédente, on a :

In(k) &
ok—2 < ok—2"

Ainsi, en sommant terme a terme et grice a la question 2., on obtient :

In(an) <~ k ok
on <ng—2 :22 2k—1"
k=1 k=1
. ) _ In (a,)
D'aprés la question 3. de la partie I, on a donc : on <2x4=28|
In (a,) .

1
5. D'aprés la question précédente, on a pour tout n € N, < 8 doncln (a% ) < 8 et donc a2” < e par croissance de

2n
la fonction exponentielle sur R.

1
La suite (aﬁ") est bornée et donc d'apres I'énoncé, la suite | (uy),, converge |
n

Partie IV

1. On peut, par exemple, écrire :

def calcul a(n):
a=l1
for k in range(2,n+2):
a=axk*xx(2%x(n+2—k))
return a

G~ WN =

2. (a) On peut écrire que :

n=101

u=n

for i in range(n—1,0,-1)
u=i*np.sqrt(l4u)

print(u)

Gl W=

(b) Il suffit de lancer le programme précédent avec une trés grande valeur de n.
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