ECG1, mathématiques Devoir surveillé n°1 19 septembre 2025

Corrigé du DS n°1

Exercice 1

1. e A=4VAx6—5V16 x 6+ 49 x 6 = 8V6 — 20V/6 + 126 =9. Ainsi, | A =0]

15 2 17
o xx T .
e B=""" =" _ =2 Ajnsi,| B=2%
3 3

o (1-v3)? (I+Vv3)?  1-23+3+142V3+3 8 . o
O TR VE AV asvaaove | 1-s s A=l
2. Soit k € N, multiplions par la quantité conjuguée, on a :
1 B 1 (VEFT-VE _ VEHT-VE  VERT-VE L aes o
VErvETl VETiivE VAR VE  (RrDP—(JRE | REl-k |

Exercice 2

1. Ona:
4(z —2) —3(6—2(3 —4x)) +3(7—2z) =42 — 8 —3(6 — 6 + 8x) + 21 — 6=
=4r -8 —24x + 21 — 6z
= —26x + 13

—13 1
Et donc, 4(z —2) —3(6 —2(3 —42)) +3(7T—22) =0 <= —202+13=0 < —2620=—13 < z = =

y ==
DO 1C, .

2. Commencons par déterminer le domaine de définition de I'inéquation. Cette inéquation est bien définie pour x # —2 donc
D =R\ {—2}. Résolvons-la :

x—3 Sz x—3+4+4x(x+2)— bz 4a? + 42 — 3
+4z — = <0 <= —— <.
+2 T+2 T +2 T+2

(E)

Il nous faut donc étudier le signe de 422 + 42 — 3 et le signe de x + 2. Etudions le signe de ces deux polynémes. Pour z + 2,
ona:
T+2>0 = > -2

3 1
Pour 422 + 4x — 3, onaA:64,x1:—§ etx2:§.

On a alors le tableau de signe suivant :

N =

Signe de
422 4 4z — 3

Signe de x+2 -0 +

Signe de
422 + 42 — 3 — + 0 - 0 +
x + 2
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1
On en déduit la solution | .7 = |—o0; —2[U]—g; 3 [ .

3. Commencons par déterminer le domaine de définition de I'équation. Pour que les racines soient bien définies, il faut que :
r—1>0 et x+4>0.

Ainsi I'équation est bien définie pour z € [1;+o0.
Soit x € [1;+00[, on a :
Ve—T1+Vr+4=15
Vi T1=\E-viii
r—1=(V5— Vo ay
r—1=5-2V5Vz +4+ (z+4)
~10=2v5Vz +4

5 T4
=z
V5

25

b 4
5 T+
r=5—4
r=1

Ainsi .

4. Commencons par déterminer le domaine de définition de I'inéquation. Pour que les racines soient bien définies, il faut que :
224+9>0 e >0

soit # >0 car 22 +9 > 0 pour tout x € R. Ainsi I'inéquation est définie sur [0; +-o0].
Soit = € [0; +o0], on a :

Va2 +9—Vz>0 <= Va2 +9> 2 <= 22 4+9>2 < 22 —2+9>0.

Calculons le discriminant de ce trinéme. On a A = —35 < 0. Ainsi 2° — x +9 > 0 pour tout x € R. Ainsi |. = [0; +o0] |

Exercice 3

U():-?)
2
Vn € N un+1:§un—

wl

Exprimons u,, en fonction de n :

e On reconnait une suite arithmético-géométrique.
° oz:%ozf% — a=-1.

Soit (wy, )nen la suite définie par : Vn € N w,, = u, + 1. Montrons que la suite (w,,) est géométrique :

o2 1,2, .2 2( 1) 2
Wn, = Up = =Up — = = —Up — = —(Up = —Wp
+1 + 3 3 3 3 3 3

2
donc la suite (w,,) est géométrique de raison g = 3 et de premier terme wg =ug+1=3+1=4.

2 n
On sait alors que Vn € N w,, = wg X ¢" doncVn e N w, =4 (g) )

Or,VneN w,=u,+1doncVneN u,=w, — 1.

Ainsi, VnGN,un4<§) -1
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ug = 1 Uy = 2
Vn €N upyo = 3upy1 +4u,

Exprimons u,, en fonction de n :

e On reconnaft une suite récurrente linéaire d'ordre 2.
e Son équation caractéristique associée (E) est 1> =3r +4 <= 1% —3r —4=0.
On trouve A = 25 = 5% > 0 donc (E) admet deux solutions réelles distinctes

3—5 3+5
leT:—let’FQ:T:4.
On sait alors qu'il existe A et prdans R tels que Vin € N wy, = A(r)" +u(r2)”  ie. YneN wu, = A(—1)"+px4™
En particulier, pourn =0,0onaug=1= A+ pet pourn=1,0nau; =2 = —A+4u donc X et p vérifient le systéme

L1+L2donne5u:3doncM:%puisleonne)\:lfu:If%:g.

2
Ainsi, |VneN wu, = 3(71)”+g x 4",

Exercice 4 Un peu de logique

1. On voit que

et

2. Ona:
e non (A):Va € R, tel que 3z € R, f(z) #a
e non (B): 3z € R, Va € Ry, tel que f(z) #a
e non (C) : 3z € R,Jy € R tel que f(x) # f(y).
3. 0Ona
o (A): (Vz eR, f(z)=1) ou (Vz € R, f(x) =4).
e (B):JaeR,FIbeRtqg. VzeR, f(z)=aou f(z) =D
4. Soient les deux propositions suivantes :
e (A) : La fonction f est constante.

o (B):Vz eR, f(z+2) = f(x).

(a) Supposons que la fonction f est constante. Alors pour tout (z,y) € R, f(x) = f(y). En particulier, pour tout = €
R, f(z+2) = f(z). Ainsi | (A) = (B) |.

(b) Soit f la fonction définie par : Va € R, f(z) = sin(wz). Pour tout = € R, (comme la fonction sin est 2m-périodique)
flx+2) =sin(w(x + 2)) = sin(nzx + 27) = sin(7wz) = f(z)

Ainsi f vérifie bien la proposition (B). La fonction f en revanche n’est pas constante. En effet f(0) = sin(0) = 0 et

1
f §> = sin (g) = 1. On peut donc en conclure que la réciproque (B) = (A) n’est pas vraie en général car on

vient d'exhiber un contre-exemple.
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Exercice 5 Une équation fonctionnelle

1. (a) D’aprés (xx) utilisée avec © =y = 0, on obtient
f(0O)f(0)=0 ie f(0)*>=0 ie f(0)=0.
(b) Soit € R .D’aprés (xx) utilisée avec y = x, on a
f(@)? = Vaf(2z) + Vaf(2z) = 2V f(2x)

Et ceci est vrai pour tout z € R,..

(c) Soient et y € R . Alors d'aprés la question précédente

f@)? =2vaf(22) et f(y)* =2Vyf(2y)
ce qui nous donne, comme vz # 0 et /y # 0,

fQ2r) =

En réinjectant dans (xx), on obtient

$@) 1) = Vi o + Vi B = o (0@ s )

(d) Soit (z,y) € (R%). Alors
(Vuf (@) =vVafy)? = yf(@)? +af(y)* = 2vzyf(x)f(y)
- 27 (37 (e + 21 6) = 1))
=0
d’'aprés la question précédente.
(e) Soit (z,y) € (R%)”. D’apres la question 1.(d),
VIf(@) = Vafly) =0 ie  yf(z)=vaf(y)

Comme z et y sont strictement postifs, on peut diviser par /xy cette derniére égalité, et I'on obtient

@) _ f)
VT m

. . 2 . .
Ceci étant vrai pour tout (z,y) € (Ri) , on en déduit que la fonction g est constante sur R’ .

(f) Cette derniére question est plus difficile car c’est a vous de prendre quelques initiatives.
Premiére étape : Comme la fonction g est constante sur R, alors il existe un réel « tel que, pour tout z € R’ , g(z) =
a. Ainsi

Ve eRY, f(z)=avx

Comme f(0) = 0 = a- /0, alors on peut finalement écrire que
Ve eRy, f(x)=ayzx

Deuxiéme étape : Nous allons ensuite réinjecter ce résultat dans I'égalité (xx). On obtient, pour tout (x,y) € (R+)2

@ x-a\/gz\/@-a\/%—i—\/f-a\/@

a?\/zy = 20/ 2y

Comme ceci est vrai pour tout (z,y) € (R+)2, alors en particulier pour z = y = 1, cela donne
a?=2a0V2 e ala—-2v2)=0

Ainsi @ = 0 ou @ = 2v/2. Finalement f est donc bien la fonction nulle ou la fonction z € Ry — 2v/2z.
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2. La fonction nulle est bien sar solution du probléme. Posons f : = € Ry — 2v/2x. Alors, pour tout (z,y) € (R4)?,

VIF2x) + Ve f(2y) = VY- 2Vdz + V- 2/ 4y = 4\/dzy = 8\/zy = 2V 21 - 24/2y
Donc f est bien solution du probléme.
: ce probléme admet donc exactement deux solutions, la fonction z € Ry —— 2v/2x et la fonction nulle.
3. On peut écrire la fonction suivante :

1 | def f(x)

2 y=2xnp.sqrt (2%x)

3 return y

Probléeme 1 Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3

1(3) UQZU1+QUQ:—5+2X4:3etU1ZUQ+QU1:13+2X(—5):3.
Bilan :‘v0:3etv1:3‘

(b) Vnt2 = Unts+2unio. Or, Upys = 3upg1 — 2uy donc vppo = i1 — 2Up + 2Upyo = 2Uppo +4Upt1 — Upt1 — 2Uy =
2(Uunt2 + 2Unt1) — (Unt1 + 2Up) = 20541 — Up.
Bilan : ‘Vn eEN vpyo =2v441 —Vp ‘

(c) La suite (v,) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2. Son équation caractéristique associée (E) est r* = 2r — 1 <=
r?—2r+1=0 <= (r—1)> =0. Donc (E) admet une unique solution 7o = 1. On sait alors qu'il existe \ et x dans
R tels que Vn € N v, = (A +pun)(ro)" ie. VYneN v, =X+ pn. En particulier, pour n =0, ona v =3 = A
etpourn=1,onavy =3=A+pudoncA\=3etu=0.DoncVneN v, =3.
Bilan :‘VnEN vn:?;‘

(d) On a montré a la question précédente que pour tout n € N, v,, = 3 donc (v, )nen est bien une suite constante.

(e) Or, pour tout n dans N, on a v, = up41 + 2u, et v, =3 donc 3 = up41 + 2u, donc up41 = —2u, + 3.
Bilan : ‘Vn eN upy1 = —2u, + 3. ‘

(f) La suite (uy) est une suite arithmético-géométrique. On cherche « tel que a = —2a + 3 et on trouve o = 1. Soit
(wn )nen la suite définie par : Vn € N w,, = u,, — 1. Montrons que la suite (w,,) est géométrique : Wy+1 = Up+1— 1 =
—2up+3—1=—2u,+2=—-2(u, — 1) = —2w,,. Donc la suite (w,,) est géométrique de raison ¢ = —2 et de premier

terme wy = ug — 1 =4 — 1 = 3 donc pour tout n dans N, w,, = 3(—2)". Or, w,, = u, — 1 donc u,, = w, + 1 et donc
up = 3(=2)" + 1.
Bilan : ‘Vn eEN wu,=3(-2)"+1 ‘

n n

Zuk:Z(B(—Q)kJrl):3i(—2)k+i1:3ﬂ+(n+l):17(72)”+1+n+1

k=0 k=0 k=0 k=0 1-(=2)

Bilan : Zuk =n+2—(=2)"
k=0

2. (a) Montrons par récurrence sur n que pour tout n dans N, ¢, 40 — 2t, 41 +t, =0 :
Notons P(n) la proposition : «t,12 — 2t,4+1 +t, = 0.»
Initialisation (n =0)
Onaty= UO—(—2)0 =1t :ul—(—2)1 =0etts ZUQ—(—2)2 =—1.Ainsito—2t; +tg = —-1+2x0+1=0.
Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
On doit donc montrer que t,,+3 — 2t 42 + tpy1 = 0.

tnts — 2tnto + tnt1 = tnps — 2(2tnq1 — tn) + tnt1, par hypothése de récurrence
= tn+3 - 3tn+1 + 2t,
= Unts — (=2)""° = 3(upt1 — (=2)"") + 2(un — (—=2)")
= Un+3 — 3un+1 + 2uy,

=0, par définition de la suite (uy,).
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Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion D'apreés la principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout n, a savoir :
tnss — 2t + tn = 0.
(b) La suite (t,)n étant une suite récurrence linéaire d'ordre 2, on calcule les racines de son équation caractéristique.
(E): P —2r+1=0 < (r—1)>2=0.
(E) posséde donc une racine double g = 1. Le terme général de la suite a donc pour expression :
t, = (A+np)l™ =X+ nu avec A\, u € R.

Déterminons les réels A et y,onatg=1=Nett;y =0= A+ p. Ainsi p= -\ = —1.
On a donc‘VnEN,tn zlfn.‘

(c) On sait que uy, =ty + (—2)". Ainsi, ‘Vn eNyu,=1—-n+(-2)". ‘

(d) Calculons la somme, on a :

S un= 30—kt (~2)f)
k=0

k=0

n n n
=D 1-> k+ Y (-2, par linéarité de la somme
k=0 k=0 k=0

nn+1) 1—(=2)"*!
=n+1- 5 + 1—(<2)
—n?4+n+2 1—(=2)"*!
2 i 6
—3n? +3n+ 8+ (—2)"*?

6

_ —3n*+3n+8+ (—2)"*?
— ; ,

On obtient donc Zuk

Probléme 2

1. Montrons par récurrence sur n que pour tout n dans N, u,, existe et u,, > 1 :
Notons P(n) la proposition : «u,, existe et u,, > 1.»
e Initialisation (n = 0) :
ug = 4 donc uyg existe et comme 4 > 1, on a bien ug > 1 donc P(0) est vraie.
e Hérédité :
Soit n € N. Supposons que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

4u,, — 2 . .
Par hypothése de récurrence, u,, > 1 donc u,, + 1 > 2 donc u,, + 1 # 0 donc u, 41 = "T existe bien.
Unp
D'autre part,

dup —2—up—1  3up—3  3(up, —1)

Uy +1 T w1 u,+1

Un+1 -1=

3(uy, — 1)
Up + 1
Up41 — 1 20 ie upy1 = 1. Donc P(n 4+ 1) est vraie. Ainsi, la proposition P(n) est héréditaire.

e Conclusion : d'aprés le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n dans N, & savoir :

Par hypothése de récurrence, u, > 1 donc u, —1 > 0. 0Or3 >0 et u,+1 > 2 > 0 donc > 0 donc

‘ pour tout n dans N, u,, existe et u, > 1 ‘

2. Montrons par récurrence sur n que : Yn € N u,, # 2. Pour n € N, notons P(n) la proposition : « u, # 2 ».
Initialisation (n =0) :
ug =4 et 4 # 2, donc ug # 2 donc P(0) est vraie.
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Hérédité Soit n € N. Supposons que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

4, — 2
Raisonnons par I'absurde et supposons que u, 11 = 2. Alors %T = 2 donc 4u,, — 2 = 2u, + 2 donc 2u,, = 4 donc
U,

un, = 2. Or, par hypothése de récurrence, on a u,, # 2 : absurde! Donc w41 # 2. Donc P(n + 1) est vraie. Ainsi, la
proposition P(n) est héréditaire.

Conclusion d’aprés le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n dans N, a savoir :

[VneN u, #2]

3. (a) Justifions briévement que la suite (w,,) est bien définie :

En effet, on vient de montrer que Yn € N u,, # 2, donc ‘ la suite (w,,) est bien définie‘

(b) Montrons que la suite (w,,) est géométrique :

Upgr1 —1 2R -1 du,—2—wu,—1  B3up—3 Bu,—1) 3
wn = = — = = = = —wn
Ty -2 a9 T Ay, -2 2u, -2 2up—4 2(un—2) 2

w—-1_ 4-1 3

Bilan : | la suite (w;,) est géométrique de raison 5 et de premier terme
: w. = — wo = = =
n) est g q ¢=3 p 0= W 2 i 23

(c) Exprimons w;, en fonction de n :

Par conséquent, pour tout n dans N : w,, = wy X ¢" =

N W
X
7N
N W
~_

3

3 n+1
Bilan:|Vn e N w, = <§>

4. Montrons que : Vn € N wy #1:

Up —

Soit n dans N. Raisonnons par |'absurde et supposons que w,, = 1. Alors =1 donc u, — 1 = u, — 2 et donc

—1 = —2: absurde! Donc w,, # 1.
Bilan :|Vn € N w, #1]

Un

Exprimons u,, en fonction de w,, :

On sait que w, = Un — 5 donc wy, (u, — 2) = u, — 1 donc wpuy, — 2w, = u, — 1 donc wyu, — u, = 2w, — 1 donc

n
(wn, — Du,, = 2w, — 1. Or, d'aprés la question précédente, on sait que Vn € N w, # 1 donc w, — 1 # 0 donc on peut

écrire que :
2w, — 1
VneN  uy=—n o
wp, — 1
5. Expression de u,, en fonction de n :
3\ wy, — 1
D’aprés 4), on sait que w,, = (—) et d'aprés 5), on sait que u,, = ——— donc :
2 w, — 1
2x (3" —1
Vn € N Uy = (Qn)H
(3 -1
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