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Corrigé du DM n° 8

Probleme 1

1.(a) Soitn € N. Ona:Vte {o, ﬂ 0 < tan(t) < 1. Ainsi : Vt € {o,
I'intégrale on obtient :

%} 0 < (tan(¢))™™ < (tan(t))™. Par croissance de

I I
0 g/ (tan(t))"*t dt g/ (tan(t))™ dt
0 0
i.e. 0 < Ipy1 < I,. Ceci étant vrai pour tout n € N, on a montré que la suite (In)n20 était .

(b) La suite (1), est décroissante et pour tout n € N, I,, > 0 (d'apres la question précédente), elle est donc minorée

par 0. D'aprés le théoréme de convergence monotone, elle est donc [ convergente .

2. (a) Soit n € N\{0,1}. On a par linéarité de l'intégrale,

L4l = /OZ (tan())" + (tan(t))n72dﬁ _ /Oz(tan(ﬁ))n72 ((tan(t))2 + 1) dt = |:(ta2(t))1n ]Z 1

0
(b) Soit n € N\{0,1}. En utilisant la décroissance de la suite (Ix);, on obtient :

In + In+2 < QIn < In + In—27

1 1
or Iy + Lo = s et I, + I,,_o = — On obtient donc I'encadrement pour n € N\{0, 1},
! <20, < !
n+1 n—1
(c) On a lim = 0et lim = 0 donc d'aprés le théoréme d'encadrement, lim 2I, = 0 et donc
n—+4o0o N + n—+oo N — n—-+oo
lim I, =0/
n—-+oo

De plus, d'aprés la question précédente, pour tout n > 2,

n <nl < n
PN n n P2
2(n+1) 2(n—1)
n 1 n 1 1 n 1
0 = t = . C li - =0, ol — = — et
"2t 2(1+L) T 2m—1)  2(1-1) MM s one s oty 2 ¢
1
nll)rfoo ﬁ =3 ainsi, par le théoréme d’encadrement, on en déduit que ngrfm nl, = 3|

3.(a) Soit n € N. On a comme pour la question 1., Vt € [0, %} (tan(t))" " < (tan(t))". De plus, Vt € [0, %} sin(¢) > 0
donc Vt € [0, %}
(tan(t))" ! sin(t) < (tan(t))" sin(t).

En utilisant la croissance de l'intégrale, on obtient alors J,,+1 < J,,. Ceci étant vrai pour tout n € N, la suite (Jn)n>0

est | décroissante |.
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u'(t) = n(l+tan(t)?)(tan(t))" ! _
v'(t) = sin(t) v(t) = —cos(t)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur I'intervalle {0;

(b) Soit n € N\{0,1}. Posons {u(t) = (tan(®))" alors {

™ . . .
Z} donc par Intégration par parties :

s
4

In = [— cos(t)(tan(t))"]§ + n/ (tan(t))" ' (1 + (tan(t))?) cos(t)dt

0
_ 7§ +n /0 " (tan(t))" 2 (tan(#) cos(t))dt + n /0 " (tan(£))" (tan(t) cos(£) )dt

2
= 7% + s+,

S

2
(c) On utilise ici la méme méthode qu'a la question 2.(b). Soit n € N\{0, 1}. La suite (Ji),, étant décroissante, on a
V2o V2

2n —1 n < -1 n n—2 = 57 €. n S /-
@2n—-1)J, < (n—1)J, +ndp_2 5 ie. J 320 —1)

On a donc la relation demandée a savoir [(n —1)J, +ndp—o=-— ’

De méme on a

2 2
(2n+3)Jn>(n+1)Jn+2+(n+2)Jn:g i I = V2

Y e+ s)

On a donc bien I'encadrement souhaité.

2 2
(d) Ona lim L =0et lim L = 0 donc d'aprés le théoréme d'encadrement | lim J, =0}
n—+oo 2(2n + 3) n—+oo 2(2n — 1) n—+o00

De plus, en utilisant I'encadrement de la question 3.(c), on obtient pour tout n € N\ {0, 1},

nv2 nv2

<ndy < o/
S 9en 1)

2 2 2 2 3 1
Or nv2 = V2 Ty et ny2 = V2 v, comme lim — = lim — =0, on en déduit a l'aide du
2(2n + 3) 2 (2 + 5) 2(2n — 3) 2 ( — —) n—-+oo N, n—+oco N

4. (a) Soit n € N. L'application h: t € {0, } — (tan(t))™ est continue, a valeurs positives et n'est pas |'application nulle (

4
car h (Z) = 1). Ainsi par stricte positivité de I'intégrale, son intégrale est strictement positive i.e. .

2
(b) Soitn e N.Ona:Vte [0, ﬂ , (tan(t))™ > 0 et 0 < sin(t) < % Ainsi

vie [0,5]. 0< (tan(r)" sin(t) < ;(tan(t))"

V2

2
On en déduit par croissance de l'intégrale que 0 < J,, < 71"' En divisant par I,, (qui est strictement positif) on

J, 2
obtient le résultat i.e. |0 < =2 < £ .
I, S 2
(c) On a pour n € N*,
Jn  ndy
I, nl,
s . . 1 o . . 2 .
or d'aprés la question 2.(c) hIJIrl nl, = 5 et d'aprés la question 3.(d), hIJIrl nd, = e donc par quotient
n—-+oo n—-+0oo

.
lim —=—=—|
n—+oo I, 5 2
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. . . . 7T 7T . . . .
(d) L'application sin est dérivable sur [0, Z} et:Vte [0, —] ,sin’(t) = cos(t) > 0. Donc sin est strictement croissante sur

4
[0, %} et sin est continue sur {0, ﬂ Donc d'aprés le théoréme de la bijection, sin réalise une bijection de {0, %} dans

(e) Soit n € N. Comme d’aprés la question 4.(b),

alors par définition d'une bijection il existe un unique ¢, € {0, %} tel que I—” =sin (cy,) ie. | J, =sin(en) Iy |.

n

. 2
f) Notons g I'application réciproque de sin sur |0, 1. Ainsi g est définie sur |0, £ et a valeurs dans |0, 1. D'apres
1 2 1 P

— . 2 . 2
le théoréme de la bijection g est continue sur |0, i .Or lim 2= i_
2 n—+oo I, 2

)

o5

n—-+o0o n—-+o0o In

. . . . J,
Donc par composition de limite| lim ¢, = lim g (—”) =g (
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