ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 6 Janvier 2026

Corrigé du DM n°6

Exercice 1

1. e F est clairement inclus dans I'ensemble des suites réelles.
e Tous les termes de la suite nulle sont nuls donc ils vérifient trivialement la relation w,4+3 = —tnp+2 + 4tpt1 + 4u, pour
tout n € N. La suite nulle est donc dans F et F' =# ().
e Soient (un),>q €t (vn),, deux éléments de F' et soit A un réel. Montrons que la suite (2,)n = (Aun + v )y est dans
F. On a pour tout n € N,

Zn+43 = AUn+3 + Unys
= AUt + dUpyi1 +4up) + (—Vnio + 4vn i +4v,) car ((tn)n, (Vn)n) € F?
= — (Mupt2 + Vnyo) +4 (Aupt1 + Vny1) + 4 Aup + vy)
= —2Zny2 +42p41 + 42,

Donc la suite (25 )n>0 = (Aup, + Un)n>0 est dans F.
Ainsi I est un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel des suites réelles.

2. Montrons que & = (zp)n>0 = ((—1)")n>0 vérifie la relation de récurrence définissant F. On a pour tout n € N,

~Tpy2 +ATpgq + Az, = —(=1)"T2 4 4(=1)"H F4(-1)"

= ()" (—=(=1)* +4(-1) +4)
=(—1)"(-1—4+4)

= (-1

= (-1)**

= Tn43-

Donc x € F. De méme, on montre que ¥ = (Yn)n>0 = ((—2)")n>0 Vvérifie la relation de récurrence définissant F', on a
pour tout n € N,
—Ynt2 + Wnt1 +4yn = —(-2 )n+2 +4(-2 )n+1 +4(=2)"
2) (—4—-8+14)

)" (-8

=(=
= (-2
( n+3
= Yn+

Donc y € F. De méme, on montre que z = (2p)n>0 = (2" )n>0 vérifie la relation de récurrence définissant F', on a pour

tout n € N,
—Zpgo FAznpr F4z, = —2"T2 p A4 x 2" L4 2"

—2"(—4+8+4)
=2"x8
— 2n+3
= Zn+3
Donc z € F.
3. On en déduit Vect(z,y,z) C F.
4. Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons que A1z + Aoy + Agz = 0. (ici O désigne la suite nulle). Alors, pour tout n € N,

)\1(_1)71 + )\2(_2)71 +A32" =0
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Avec n = 0,n =1 et n = 2, cela nous donne le systéme suivant :

AL+ +A3=0
A =20 4203 =0
A +4X+4X3=0

On obtient par la méthode du pivot de Gauss que A\; = A2 = A3 = 0. Donc la famille (z,y, z) est bien libre.

5. On va raisonner par récurrence triple. Pour tout n € N, on pose A(n) : « u, =0. »

Initialisation Comme uy = u; = uz = 0 alors A(0),.A(1) et A(2) sont vraies.
Hérédité Soit n € N. Supposons que A(n), A(n + 1) et A(n + 2) sont vraies. Alors comme (uy),,-, appartient a I,

Upts = —Upt2 +4Up41 +4up, =—04+4x04+4x0=0

Donc A(n + 3) est vraie.

Conclusion Pour tout n € N, u,, = 0. La suite (un),,> est bien la suite nulle.

6. (a)

On cherche (A1, A2, A3) € R? tel que
)\1 + )\2 + )\3 = U
7)\1 — 2)\2 + 2)\3 = Ul
)\1 + 4)\2 + 4)\3 = U2

Par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

4U0 U9

)\1:———, )\2:————+_ )\3:_+

3 3 2 4 4’ 6

Posons pour tout n € N,
Wy, = M Tn + A2Yn + A32p

ou le triplet (A1, A2, A3) a été défini a la question précédente. Comme (wy, ),y est une combinaison linéaire de la famille
(z,y,z) alors (w,),, ey € F. De plus wg = ug, w1 = uy et wy = uy d'aprés la question précédente. Soit maintenant une

suite (un)n>0 € I dont les trois premiers termes sont ug, u; et us. Posons, pour tout n € N,

VUp = Up — Wn.

La suite (vn)n>0 appartient a F' car F est un sous-espace vectoriel de RY. De plus vg = v = vy = 0. Donc d’apres la
question 5. (vy,),,5 est la suite nulle. Ainsi les deux suites (uy,), <, €t (w,),5, sont égales et on a montré I'unicité de

la suite de F' dont les trois premiers termes sont ug, uy et us.

7. On sait déja que Vect(z,y, z) C F. Soit maintenant (u,),,~, € F. Ses trois premiers termes sont g, u; et uz. Donc d'aprés
la question précédente, pour tout n € N,

Up = MTp + AoYn + A32n

ol le triplet (A1, A2, A3) a été trouvé a la question 6.(a). Donc (un),,~, € Vect(z,y, 2). Ainsi F' C Vect(z,y, z) et donc
F = Vect(x,y, ). La famille (z,y, z) est donc génératrice de F, et libre d'aprés la question 3. Donc (x,y, z) est une base
de F.

Exercice 2

1. Soit M € M3(R).

M€ F < 3(a,b,c) eR® t.q M =

o Q@ o
Q T O

/& 0 2
o O =
—_ 0 O N

0 0 1 0 0 0 1
<= a,b,c) eER*tq M =a- 1 +b-[ 0 0 1 |+¢ 1 00
0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 010 0 0 1
—MeVect [ 01 0,001,100
0 0 1 1 0 0 0 1 0
01 0 0 0 1
Donc F = Vect (I35, A,B) oulonapose A=| 0 0 1 eteB=[ 1 0 0
1 0 0 1 0
Lycée Charles de Gaulle, Caen 2/8 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 6 Janvier 2026

Ainsi, F est le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par (I3, A, B), c’est donc un [sous—espace vectoriel de M3(R)].

De plus, nous avons montré que la famille (I3, A, B) est génératrice de F'. Montrons qu'elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R tel que
)\1]2 + )\214 + )\3B = 03.

On a alors, en particulier, en lisant les 3 coefficients de la premiére ligne : Ay = Ao = A3 = 0. Donc la famille est libre.

Conclusion : F' est un sous-espace vectoriel de M3(R) et [ (I3, A, B) en est une base]
a b c
2. (a) Soit M € F. On sait qu'alors, il existe (a,b,c) € R® tel que M = M(a,b,c)=| ¢ a b |. Ainsi,
b ¢ a
a ¢ b
‘M= b a ¢ |=M,cb)cF
c b a

Conclusion : F est |stable par transposition].

(b) i. Soit (M, M’) € F2. Alors, 3(a,b,c,a’,b,c) € R° tel que M = M(a,b,c) et M' = M (da’,b', ). Puis,

a b ¢ a v aa +bc +cb ab +ba’ + e acd +bb + cd
MxM=1c a b|l|x|c d b= cdd+ad+bb cb+ad +b cc+ab +bd
b ¢ a v o od ba' +cc +ab bV +cd +ac b +cb + ad

Donc MM' = M (aa’ + bc’ + b, ab’ + ba’ + ¢ ,ac’ + ca’ +bb') et MM' € F.
Conclusion : F' est | stable par produit].

ii. Raisonnons par récurrence. Soit M € F. Pour tout k € N, on pose P(k) : « M* € F ».
Initialisation Pour k =0, on a M° = I3 = M(1,0,0) € F donc P(0) est vraie.
Hérédité Soit k € N. Supposons P(k) vraie. On a alors :

Ml =MFxMeF

car d'aprés |'hypothése de récurrence, M* € F et d’aprés la question précédente, F est stable par produit.
Conclusion D’aprés le principe de récurrence, on a montré que : si M € F, Vk e N, M* € F.
3.(a) Ona:

o S3(R) C M3(R) espace vectoriel de référence.
o Org(r) € S3(R) car ‘053 = 05.
e Soient \ € R et soit (51, S2) € S3(R)%. On a, d'aprés le cours sur les matrices :

E(ASy + S2) = A'Sy + 1S5 = AS; + 5o

car 57 et Sy sont symétriques. Ainsi, AS7 + 52 € S3(R).
Conclusion : S3(R) est [un sous-espace vectoriel de Mg(]R)]. Puis :

o A3(R) C M3(R) espace vectoriel de référence.
o OMs(R) S Ag(R) cart03 =03 = —03.
e Soient A € R et (A, A2) € A3(R)?. On a, d’aprés le cours sur les matrices :

PAAL + Ag) = N A + 745 = A (—A1) — Ay = — (M) + Ay)

car A; et As sont antisymétriques. Ainsi, AA; + As € A3(R).
Conclusion : A3(R) est [un sous-espace vectoriel de M3(R)].

(b) Soit M € M3(R).

M € FnS3(R) a,b,c) €ER® t.q M = M(a,b,c) et ‘M =M
,c) €R® t.q M = M(a,b,c) = M(a,c,b)

(
A(a
(a c) ER3t.q M = M(a,b,c)etb=c
A
(

)

b
b,
a,b) € R? t.q M = M(a,b,b)

a,b) €ER?* t.q M = al, + b(A + B).
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Ainsi, F N S3(R) est un sous-espace vectoriel de M3(R) (on le savait déja puisque que c’est une intersection de deux
sous-espaces vectoriels de M3(R)) et (I2, A+ B) en est une famille génératrice. Cette famille étant composée de deux
vecteurs non colinéaires, elle est libre et forme donc une base.

Conclusion : (I3, A + B) est | une base de F'N Sg(R).]

De la méme maniére, soit M € M35(R).

M € FNA3R) < 3(a,b,c) € R® t.q M = M(a,b,c) et ‘M = —-M
<= (a,b,c) €R® t.q M = M(a,b,c) = —M{(a,c,b)
< 3(a,b,c) ER3>t.q M = M(a,b,c)eta=0, b= —c
<~ FbeRtqgM=DM(Q0,b,—b)
< JeRtqM=>bA-DB)

Ainsi, F N A3(R) est un sous-espace vectoriel de M3(R) (on le savait déja puisque que c'est une intersection de deux
sous-espaces vectoriels de M3(R) ) et (A — B) en est une famille génératrice. Cette famille étant composée d'un unique
vecteur non nul, elle est libre et forme donc une base.

Conclusion : (A — B) est | une base de F'N As (R)]

Exercice 3

1. Dans cette question, on effectue une seule fois I'épreuve £.

(a) Notons Pi I'événement « faire pile ». Dans la question, on nous demande donc de calculer P(Pi N By) puisque si on
a tiré la boule blanche de Uy, on I'a remise dans Us.
On calcule cette quantité a I'aide de la formule des probabilités composées :

(b) Les résultats possibles de I'épreuve & sont :
e Faire pile et tirer une boule blanche soit PiN By
e Faire pile et tirer une boule noire soit PiN A;
e Faire face et tirer une boule blanche soit () car la boule blanche ne se trouve que dans I'urne U; au début de
|'expérience
e Faire face et tirer une boule noire soit Pi N A

(c) En appliquant la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d'événements {Pi, Pi}, on a

P(A;) = P(Pin Ay) + P(Pin A;)

) Ppi(A1) + P(Pi)Pp;(Ar)
X ngl x 1

32

1

2

Ainsi | P(41) = g et on en déduit que : | P(B1) =1— P(4;) = %‘J

2. On répéte maintenant |'épreuve £.

Slctwli— N = Ny
—~
T
5

+

(a) Sil'on sait que la boule blanche est dans I'urne Uy, on se trouve dans la méme situation qu'au premier tirage. Ainsi,

) 1
[Vn >0, PAn(An+1) = P(Al) = 6 et PAn(Bn-ﬁ-l) = P(Bl) = 6}
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(b) On se place dans le cas ou la boule blanche est dans I'urne U a la n-éme expérience. En appliquant la formule des
probabilités totales appliquée au systéme complet d'événements { Pi, Pi}, on a

Pp, (Any1) = P, (Pin Ay,y1) + P, (PiN Apy)

= Pg, (Pi) X Pp,api(Any1) + Pp, (Pi) X Py ~pi(Ant1)
R SV
2 273
1
6

1 5
Ainsi | Pp, (Apt1) = 5 et en déduit que : | Pg, (Bp+1) =1 — Pg, (Apt+1) = EJ

(c) On notera a, = P(A,) et b, = P(B,). Les événements {A,,, B,,} forment un systéme complet d'événements. En
utilisant la formule des probabilités totales, on a

P(Ap41)=PA,NA1)+ P(ByNAnygr)
= P(An)PAn (An-‘rl) + P(Bn)PBn (An+1)

5+b 1
= an X = n X =
6 6
) 1
an+1:6an+6bn

De la méme facon,

P(Bn+1) = P(An N Bn+1) + P(Bn N Bn+1)
= P(An)PAn (BnJrl) + P(BH)PBn (BnJrl)

TN T g
1 5
bn+1 = gan + gbn
. 5 1 1 5
En conclusion, on a pour tout n € N, |apy1 = gan + gan et|bpy1 = gan + Eb"J

(d) {An, By} forme un systéme complet d'événements, donc (P(An) + P(B,) =an+b, = 1].
Soitn >0, on a

T U FE SORM S S
Intl = gan T ghn = gin Tl ~ ) T gin T =3 T g
En faisant un calcul du méme type pour b,, on a :
1 5 1 5 2 1
bpi1==ap+ =b, ==(1-">, -b, = =b, + =.
1= gan+ghn =5l )Tl = 3 tg
Finalement,
2 +1
Anp+1 = 5 0n =
Vn > 0, 3 16
bpi1==b, + =
G

(e) On a deux suites arithmético-géométriques ayant pour termes initiaux a; = 6 et by = 6 On résout I'équation

TR D 1
TT38TG 3776 =3

On pose la suite (up)nen définie par u, = a, — 7 On vérifie que (uy,)nen est une suite géométrique. Pour n € N,

2 1 1
Un+1:an+1*§:§an+6*§
2 1 2 1
:g“n‘gzg(an—§)
2
:gun
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1 5
Deplusulzalfizéf

Wl

1 2\"' .
=3 On a alors u,, = 3 et finalement

1
2

Enfin, b, =1 — a,, donc

Exercice 4

. D 1
1. Lors de la premiere partie, il mise sur un seul numéro. Donc|p; = 2 |

{A;, Ay} est un systéme complet d’événements donc, d'aprés la formule des probabilités totales,

p2 = P(Az) = P(A1)Pa, (A2) + P(A1) Py (As)
1 3 11 2

BT TRIET R

3 n 22
S 144 144
25
144
25
On a donc p2= 10}
2. (a) Si le joueur gagne la n-éme partie il mise sur 3 numéros donc Py, (Apt1) = -1 Sinon, il mise sur 2 numéros
2 1
donc P—(Ap41) = — = —.
one Pr(dni) =35 =5
1 1
Ainsi Vn € N*, [PAn(AnJrl) = Z et PE(An+1) = 6

{A,,A,} est un systéme complet d'événements donc, d'aprés la formule des probabilités totales,

Pnt1 = P(Ant1)
= P(An)PAn (An+1) + P(A_n)PZ(An-H)
1 1

= 7 Pn _1_n
1Pt gl =pn)

(1 o1y 1
“\176)P"5%

On a donc Vn € N*, [pn+1 = 1—121% + % ’
(b) Tout d'abord, résolvons I'équation
1 11 1 2
x—ﬁw+6<:>ﬁx:6<:>x:ﬁ.
2

On définit alors la suite (up)nen+ par : pour tout n € N*, u,, = p,, — TR

On a alors pour tout n € N*,
B 2 _1 1 2 1 2 11
bt =Pt T T T T T \" ) Tee - 12
1
La suite (un),cy- est donc géométrique de raison Tk On a alors :

1 n—1
Vn € N*, Up = (E) uy.
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2 1 2
— —etp,=P(A)) = — et p, = u, + — d'oll
1le D1 (Ay) 126 p U +11 ou

I\ '/1 2 2 2 13 /1\"!
VEN*, p,=(— el e e i .
€eNLop (12) <12 11> T 132 < )

9 13 1 n—1
n conclusion, ¥n € N*, E) 11 132 ( )

3.(a) Ona: ﬂ A; ) ﬂA et P <ﬂ ) > 0 (pour avoir le droit d'utiliser la formule qui suit) donc, d’aprés la

De plus, u; = py

formule des probabllltes composeées,
P(B,) = P(A1)Px (AQ) Pﬂ?;f E(An—l)Pm;;l 7, (An)

De plus, la facon de jouer ne dépend que du résultat précédent donc

7(An)

n—2
On a donc : [P(Bn) = % <%) }

(b) On a By = Alﬂ <ﬂ A) De plus, P < ﬂ <ﬂ A; )) > 0 (pour avoir le droit d'utiliser la formule qui suit)

donc, d’'aprés la formule des probabilités composées et en reprenant |'idée du raisonnement précédent, on a :

n—2
On a donc @3(31) 116 (5) .

(c) Soit k € [2,n—1]. Ona By, = <ﬁ 1>ﬂAk < ﬁ E)

=1 i=k+1

k—1 -
OnaP <<ﬂ E) ﬂAk < ﬂ )) > 0 donc, d'apreés la formule des probabilités composées et en reprenant
i=1 =k+

les raisonnements précédents, on a :
P(B < Aina )PAk —(Ak)Pa,( Agt1) < H Pi(Aita )

i=k+1
E<6

R (g)"j.

?“‘s
I\DH

GD|H
4>I
N
| ot
N—
i
T
—

O =
| =
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n

(d) C, = U By, et les By, sont deux & deux incompatibles donc

k=1

P(Cn)

n—1

P(By) = P(B1)+ »_ P(Bg) + P(By)

O ER )T

n—1

>

k=2
5 n
(&)

11
9

11
T

o

[=p}

[\v]
+
£
\
N
|>—
—_
7N\
| ot
~
i
w

On a donc [P(Cn)

_ 3L
T 144
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