ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 6 Février 2025

Corrigé du DM n°6

Exercice 1

Partie |

1. F est le sous-espace vectoriel engendré par vy, vs et vs. Ainsi, c'est un | espace vectoriel |.

Par ailleurs, on remarque que v; = 2vs — vs. Ainsi, F' = Vect (vg,v3). La famille (ve,v3) est donc | génératrice de F'|.
On vérifie qu'elle est libre (par la définition ou en précisant qu'elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires). Il s'agit

donc d'une .

Conclusion : F' est un espace vectoriel et (v2,v3) en est une base.
2. Ona:

G

{(z,y,2,t) ER |z —y+2—-2t=0¢et 2 =2+1}
{(x,y,2,t) ER | 2+t —y+2-2t=0et 2 =2+1}
{(

{(

z,y,2,t) ERY |y =2z —t et x =2 +1}
241,22 —t,2,t) | (2,t) € R?}

{2(1,2,1,0) + t(1,—1,0,1) | (z,t) € R*}
Vect((1,2,1,0),(1,-1,0,1)).

Ainsi, G = Vect((1,2,1,0), (1,—1,0,1)) donc G est un et ((1,2,1,0),(1,-1,0,1)) est une [famille génératrice]

de G. Comme cette famille est constituée de deux vecteurs non colinéaires, elle est .
Conclusion : G est un espace vectoriel dont une base est ((1,2,1,0),(1,-1,0,1)).

3. Soit (z,y,2,t) € R*.

3(a,b) € R?/(x,y, 2,t) = avy + bvs = (2a + 3b, a + 3b, —2b, a + b)

(,y,2,t) EFNG<= <z —y+2—2t =0
r—z—t =0
I(a,b) € R?/(x,y, 2,t) = (2a + 3b,a + 3b, —2b,a + b)

<= ¢ (2a+3b) — (a+3b)+ (—2b) —2(a+b) =0
(2a + 3b) — (—2b) — (a + b) 0

— {El(a, b) € R2/(z,y,2,t) = (2a+3b,a+ 3b,—2b,a+b)
a = —4b

< I e R/(z,y,2,t) = (—4b)vs + bug = b (—4vs + v3)

< (2,9, 2,t) € Vect (—4vy + v3)

Ainsi, FF'N G = Vect (—4v2 4 v3) (c'est donc un espace vectoriel 1) et —4vs 4+ v3 = (=5, —1, —2, —3) est un vecteur non
nul qui en forme une famille génératrice, c’en est donc une base.

Conclusion : (=5, —1,—2, —3) forme une| base de FNG |.
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Partie Il

1. Soit ke N*. Ona:
e E; C M3(R) qui est un espace vectoriel de référence.
e 03 € Fy CarAk03 =03 = Ak7103.
e Soient A € R et (M,N) € E?. On a, en utilisant les propriétés de distributivité dans M3(R) et le fait que M et N

soient des éléments de E, :

AFOAM + N) = MAFM + A*N = A0 AFIN = A 1AM + N)

Ainsi, \M + N € Ej.

Conclusion : Ej, est un [sous—espace vectoriel de Mg(R)].

2.(a) Ona E; ={M € M3(R), AM = M}.

a b c
Soit M= |d e f]|eMsR).
g h 1
a =d a
e =b b
c =f c
d e f a b c g =d d
MeFi < |g h i|=|d e f]l<< h = << e
00 0 g h i fo=i f
g =0 g
h =0 h
i =0 )
Conclusion : .
a c
Ey={M € M3(R),A’M = AM}.Soit M= | d e f | € M3(R).Ona:
g h 1
g =d
g h i d e f h :e
McEy,«— [0 0 0|=|g h i]| <= o=t —=d=e=f=g=h=i=0 et (a,b,c) € R
000 000 g =0
h =0
i =0
Ainsi,
1 00 010 0 0 1
MeE <~ M=a|0 0 0]4+06[0 0 O)+c{0 O O
0 00 0 00 0 00
100 010 0 0 1
<= M € Vect 00 0fJ,/0 O O0}J,|{0 0 O
0 00 0 00 0 00
100 010 0 0 1
Donc, Fy = Vect 00 0J,/0 0 O0}],{0 O O
0 0 O 0 0 O 0 0 O
Les trois matrices précédentes forment donc une (famille génératrice] de Fs.
Montrons que cette famille est libre. Soit («, 3,7) € R? tel que :
100 010 0 0 1 0 00
al0O 0 Of+B810 O OJ+~(0 O O)J=(0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
On a alors
a [ v 0 0 0
0 0 O = 0 0 O
0 0 O 0 0 O
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et donc & = 8 =~ = 0. La famille est donc . Elle constitue une .

3. Soit k € N*. Soit M € E}). On a alors A*M = A*='M . Ainsi,
AFPIN = (AAMY M = A (APM) = A (AP M) = (AAF Y)Y M = AF M

ot I'on a utilisé plusieurs fois I'associativité du produit matriciel. Donc M € Ej1.

Conclusion : Pour tout k € N*, .

4. Supposons que A soit inversible. Montrons que Ejy 1 C Ey. Soit M € Exy1. On a donc AP = AFM. Comme A est
inversible, elle admet une matrice inverse A~1. En multipliant par cette inverse a gauche dans |'égalité précédente, il vient :

A71 (Ak+1M) _ A*l (AkM)
Et donc, en utilisant |'associativité du produit matriciel,
(ATTAMY M = (ATTA) APM = A"M et A7 (AFM) = (A71A) A TM = AV M

d'ou A*M = A*1M et donc M € Ej. Donc FExy1 C Ey. Et comme d’aprés la question précédente, Ey C Fj41, on peut

conclure.
Conclusion : Si A est inversible, alors | B, = Ej41 |.
Partie |11

1.(a) i. Soitg#1, soitneN* ona:

n—1 n—1 n—1
(1=q) ) kg"=> kg" = kg"*'
k=1 k=1 k=1

n—1
= Z kg — Z(z —1)¢"  en posant dans la deuxiéme somme i = k 4 1
k=1

=2
n—1 n . n .
S S oY)
k=1 =2 =2
n—1 n—1
. 1— n—2+1
:q+quk_zlqz_nqn+q21‘17
k=2 i=2 — 4
1— n—2+1
:q_nqn+q2q7
l—q

Ainsi, puisque ¢ # 1, on obtient :

n—1 n

1—
quk: q —n q e q
k=1 1-q

1
ii. En utilisant la question précédente avec ¢ = 3 # 1, il vient :
n—1 k n—1 k
1 1

El=] = k(=
> (2) > (2)
k=0 k=1

1\7 2 1yn—1
_n(a) N (}) 1-(3

o=
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n—1 k n
1
(b) Redémontrons cette égalité par récurrence. Pour tout n € N*, on pose P(n) : « E k <—> =2-2(n+1) <§> .
k=0
Initialisation Pour n =1, 0on a:

donc P(1) est vraie.

Hérédité Soit n € N*, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a alors, on utilisant I'hypothése
de récurrence : i ) .
n n— n
1 1 1
E kl=) = E k(= =
k=0 k=0

— 2 2n+1) <%)n+n <%)n
—24 (%)n(—Q(n—i-l)—i—n)
1

—924 <§)n+l x 2(=2(n+1) + n)

=2-2(n+2) (%)nﬂ.

P(n+ 1) est donc vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion Pour tout n € N, P(n) est vraie.

2. Montrons que ' est un sous-espace vectoriel de RY. On a :
o FCRN
o Ogpy € Fcard x0=8x0—-5x0+0.
e Soient A € Ret, (u,v) € R x F2, montrons que A\u+v € F. Soitn e€N. On a:

4(u+ M) pys = 4unts + Mupts
= 8Upto — DUnt1 + Up + X (8Vpyo — Bupyr +v,)  car (u,v) € F?
= 8 (Unt+2 + Mny2) — 5 (Unt1 + Mng1) + (un + Avy,)
=8(u + M)pt2 — 5(u + Av)pt1 + (u + Av),

On adoncu+ Av € F.
Conclusion : F' est un [sous—espace vectoriel de RN].

Montrons que a € F'. Rappelons que :
VneN, a,=1letd=8-5+1

donc Vn € N, 4a,,+3 = 8an42 — Bant1 + Gy, donc .

De méme montrons que b € F', on a :

1 n+2 1 n+1 1 n 1 n+3 1 n+3 1 n+3 1 n+3

Ainsi : Vn € N, 4b,, 13 = 8b,,42 — 5by 1 + by, donc .

Enfin, montrons que ¢ € F', on a pour tout n € N :

3 G ) )
—4(n+3) (%)n .

Ainsi : Vn € N, 4¢,43 = 8¢pt2 — bept1 + ¢, donc .
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3. Montrons que la famille (a, b, ¢) est une famille libre de F'.

1\" 1\"
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\1a + Aab + N3¢ = 0. On a donc, pour tout n € N, Ay + Ao (5) + A3n (5) =0.

Méthode 1 : prendre successivement n = 0,n = 1 et n = 2 pour avoir un systéme que l'on résout, on trouve que

M=X=X=0

n—-+o0o n—-+oo

1 n\" n\"
Méthode 2 : 3 E} —1,1[ donc lim <§> = 0 et par croissance comparée lim n (5) =0, donc :

1\" 1\"
lim <)\1 + Ao <—> + A3n <—) > = )1 et on obtient A\; = 0.
n—-4o0o 2 2

1\" 1
On a donc pour tout n € N, Ay <§> + A3n <§> = 0. En prenant n = 0, on obtient Ay = 0.

1 n
D'ol pour tout n € N, A3n <§> = 0 et on obtient A3 = 0.

Conclusion : La famille (a, b, c) est .
4.(a) i. PourneN,ona:

4vn+1 — Un = 4 (Un+2 - UnJrl) — Upt1 + Up = 4un+2 - 5un+1 + Up.

Or u € F donc 4up4+3 = 8upt2 — SUpt1 + Uyp. Ainsi :

AUpt2 — DUnt1 + Up = BUnt2 — DUpt1 + Uy — dUnyo = dUny3 — dUpto = dUp4o.

Conclusion : Vn € N, 4v,, 412 = 4v,41 — vy, donc .

ii. L'ensemble G est I'ensemble des suites vérifiant la relation linéaire de récurrence d’ordre 2 :
VneN, 4dv,io=4v,41 — Uy

On résout |'équation caractéristique associée a cette relation :

1\? 1
47’247"1<:>4T24T+10<:>4<T5> :O<:>r:§.

Ainis, d'aprés le cours, on a donc :

\" 1\"
veG <= 3I\pu)eR?® | VYneN, vnA<§) +un<§).

Conclusion : v est combinaison linéaire de b et c.

iii. Soit n € N*. En sommant pour k =0 a n — 1 la relation (x), on a par télescopage :

n—1 n—1
E 'Uk:E Uk+1 — Uk = Un — UO
k=0 k=0

Montrons maintenant que u est combinaison linéaire des suites a, b et c.
n—1

On a montré que pour tout entier n non nul, u,, = ug + Z vy, et qu'il existe (A, i) € R? tels que pour tout entier

k=0
1\" 1\"
n, Up = A <§> + pun <§> . On a donc, par linéarité de la somme :
n—1 1 k 1 k n—1 1 k n—1 1
v LG ) B B

Ainsi, en utilisant la question préliminaire pour tout entier n non nul,

un=u0+>\ﬂ+u(2—2(n+l) (%)n)

l—3
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donc
1\" 1\"
Up = U + 2A — 2A (5) +2p—2pu(n+1) (5) .

Cette formule reste valable pour n = 0.
Conclusion : (u = (up + 22+ 2u) a — (2X + 2u)b — 2uc|, la suite u est donc bien combinaison linéaire de a, b et c.

(b) On a bien montré que la famille (a, b, ¢) est aussi une famille génératrice de F'. Elle forme donc une .

Exercice 2

1. Dans cette question, on effectue une seule fois I'épreuve £.

(a) Notons Pi I'événement « faire pile ». Dans la question, on nous demande donc de calculer P(Pi N By) puisque si on
a tiré la boule blanche de Uy, on I'a remise dans Us.
On calcule cette quantité a l'aide de la formule des probabilités composées :

(b) Les résultats possibles de I'épreuve & sont :
e Faire pile et tirer une boule blanche soit Pi N B;
e Faire pile et tirer une boule noire soit PiN A
e Faire face et tirer une boule blanche soit () car la boule blanche ne se trouve que dans I'urne U; au début de
|'expérience
e Faire face et tirer une boule noire soit PiN A;

(c) En appliquant la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d'événements {Pi, Pi}, on a

P(A)) = P(Pin Ay) + P(Pin Ay)
(Pi)Ppi(Ar1) + P(Pi)Pp; (A1)
1

2+ x 1
3 2
2

ol wl =Nl = Ny

X

1

_|_

1
Ainsi | P(A,) = g et on en déduit que : | P(B1) =1— P(4;) = EJ

2. On répéte maintenant |'épreuve £.

(a) Sil'on sait que la boule blanche est dans I'urne Uy, on se trouve dans la méme situation qu'au premier tirage. Ainsi,

5 1
[VTL 2 0, PAn(An+1) = P(Al) = = et PAn(BnJrl) = P(Bl) = E‘J

6

(b) On se place dans le cas ou la boule blanche est dans I'urne Us a la n-éme expérience. En appliquant la formule des
probabilités totales appliquée au systéme complet d'événements { Pi, Pi}, on a
Pp, (A1) = P, (PiN Any1) + Pp, (PiN Api1)
= Pp, (Pi) X Pp,api(Ant1) + P, (Pi) X Pp ~5;(Ani1)

11
0 _ _
0+ 5 %3

1
Ainsi | Pg,, (Apt1) = g et en déduit que : | Pg, (Bny1) =1— Pp, (Apnt1) = %‘J
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(c) On notera a, = P(A,) et b, = P(B,). Les événements {A,, B,} forment un systéme complet d'événements. En
utilisant la formule des probabilités totales, on a
P(An+1) = P(An N An+1) + P(Bn n An+1)
= P(AH)PAn (AnJrl) + P(Bn)PBn (An+1)

><5+b ><1

= Qn - n -

6 6
5 1

An+1 = Ean+6bn

De la méme facon,

P(Bpt1) = P(A, N Bpi1) + P(B, N Bpit)
= P(An)PAn (BnJrl) + P(BH)PBn (BnJrl)

><1+b ><5

= an - n -

6 6
1 )

bn+1 = Ean+6bn

5 1 1 5
En conclusion, on a pour tout n € N, [anﬂ = Ean + Ean et [anrl = Ean + Ean

(d) {A,, By} forme un systéme complet d'événements, donc [P(An) + P(B,) =an+b, = 1].
Soitn >0, on a

5., L, b +1(1 ) 4,121
On+1 = =0n + =bp = Zan + (1 —ay) = za, + - = za, + =.
16 6 6 6 6 6 3 6

En faisant un calcul du méme type pour b,, on a :

1 5 1 5 2 1
bpt1 = =an + =b,=—=(1-0b, -b,, = =b, + —.
1= gt 5o =5l )+ 5o =30t
Finalement,
2
an+1—§an+_
Vn > 0,
bn+1*§bn+_

. . . . L 5 1 , ,
(e) On a deux suites arithmético-géométriques ayant pour termes initiaux a; = 6 et by = 5 On résout |'équation

TR D 1
TT38TG 3776 =3

On pose la suite (up,)nen définie par u, = a, — 3 On vérifie que (un)nen est une suite géométrique. Pour n € N,

1 2 1 1
un+1:an+1*§:§an+6*§
2 1 2 1
_§a"_§:§(a"_§)
2
:gun
Deplusulzal—l:§—l:1.0naalorsun:l - ! 1etfinalement
2 6 2 3 3

Enfin, b, =1 — a,, donc
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Exercice 3

. L 1
1. Lors de la premiére partie, il mise sur un seul numéro. Donc .

{A;, Ay} est un systéme complet d’événements donc, d'aprés la formule des probabilités totales,

p2 = P(Az) = P(A1)Pa, (A2) + P(A;) Py (As)
12 12 12 12

3 n 22
S 144 144
25
144
25
Onad =—|
nadonc|pz = 7
S S 3 1 . L
2. (a) Si le joueur gagne la n-éme partie il mise sur 3 numéros donc Py, (Ant1) = -1 Sinon, il mise sur 2 numéros
2 1
Pr—(Apy1) = —==—-.
donc Pr—(Ant1) 26
1 1
Ainsi Vn € N*, [PAn(AnJrl) = Z et PE(An+1) = 6

{A,, A} est un systéme complet d'événements donc, d'aprés la formule des probabilités totales,

Pny1 = P(Ani1)
= P(An)Pa, (Ant1) + P(An) Py (Antr)
1 1

= 7 Pn _1_n
1Pt gl =pn)

_(1o1y 1
“\176)P"%

1 1
d *, n = ToPn _’-
On a donc Vn € N [p +1= 5P +6

(b) Tout d'abord, résolvons I'équation

1 11
TR 12776 11

On définit alors la suite (uy,)nen+ par : pour tout n € N*, u,, = p,, —

On a alors pour tout n € N¥,
B 2 _ 1,1 2 1/ 2 11
It =Pl T TP T T T\ 1) e 12
: . . 1
La suite (un),cy- est donc géométrique de raison Tk On a alors :

1 n—1
Yn e N*, u,= <—> Uj.

2 1 2
De plus, uy = p1 — — et p; = P(4;) = — et p,, = uy, + — d'od
€ plus, up P1 11 et p1 ( 1) 12 et p 11 ou

I\N" /1 2 2 2 13 /1\"!
€N P (12) (12 11) T 132 (12)
En conclusion, Vn € N* = 3 — 1_3 i "
TSR P T T 130\ 12 :
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3.(a) Ona: B, = ﬂ A; ) ﬂA et P <ﬂ ) > 0 (pour avoir le droit d'utiliser la formule qui suit) donc, d'apres la
formule des probabllltes composeées, -
P(By) = P(A1)P;(As) .. Pryn-27:(An—1) Pryn-1 7 (An)

De plus, la facon de jouer ne dépend que du résultat précédent donc

—(An)

n—2
On a donc : [P(Bn) = % (%) W

(b) On a B, = Alﬂ (ﬂ E) De plus, P ( ﬂ <ﬂ A, )) > 0 (pour avoir le droit d'utiliser la formule qui suit)

1=2
donc, d’'aprés la formule des probabilités composées et en reprenant |'idée du raisonnement précédent, on a :

P(B1) = P(A1)Pa, (42) AlﬂA2(A3) A N(NE A )(A_n)
= P(A1)Pa, (A2) Py (As) . .. K(A_n)
1 3 (5\"°
e4()

n—2
On a donc @3(31) 116 (5) .

(c) Soit k € [2,n —1]. OnaBk<ﬂ 1>ﬂAk (ﬁE)

i=k+1

k—1 n—1
OnaP <<ﬂ E) ﬂAk < ﬂ )) > 0 donc, d'apreés la formule des probabilités composées et en reprenant
i=1

les raisonnements précédents, on a :

P(By) = P(4;) ( At )PAk ~(Ar)Pa, (At ( H P M)
=1

i=k+1

11 /5\"3
OnadoncVk € [2,n—1], | P(By) = 96 (6) J

(d) C, = U By, et les By, sont deux a deux incompatibles donc
k=1

n—1

P(By) = P(B1)+ Y P(Bg) + P(By)
k=2

5 n—2 n—1 11 5 n—3 11 5 n—2
5 +Zw) =)
111\ /5\" 2 11 /5\"
pr— —_— —_— - _2 - -
(16 * 72) (6) =255 (6)
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n—2 n—3
On a donc [P(Cn) = % (g) +(n — 2)% <g> j

Exercice 4

Partie I.

1. Comme les événements sont indépendants, on a :
2\> 4
P(GiNGy) =P(G)P(Ge) = (=] =-.

4
La probabilité que le lion ait mangé deux gazelles est de .

2. On cherche a calculer la quantité P(Z; N G2 N G3), comme les événements sont indépendants, on a :

P(Zl ﬂGQﬂGz;) :P(Zl)P(GQ)P(Gg) = % X (2) = —.

4
La probabilité que le lion ait mangé un zébre et deux gazelles est de .

3. Ona:

P(E)=P(Z1NZ2NG3NGs) + P(G1 N Z2NGs N Gy)
= P(Z1)P(Z2)P(G3)P(G4) + P(G1)P(Z2)P(G3)P(G4)
(Y L (2Y () oL a8
T \3 3 3 3979 2773
_4+8 12 4
T81 81 o7

Partie Il.

4
1. Onawugy = 9 d'aprés la question 1. de la partie I.
4
On aug = 77 d'apreés la question 2. de la partie I.

4
Onawuy = o7 d'aprés la question 3. de la partie I.

2. Le terme Pz, (Jy42) correspond & la probabilité de manger deux gazelle a la suite pour la premiére fois aux n + 1-éme et
n + 2-éme repas en ayant commencé par manger un zébre au repas numéro 1. Cela revient exactement & déterminer la
probabilité qu'a partir du jour 1 le lion ait mangé pour la premiére fois deux gazelles de suite aux n-éme et n + 1-éme repas
SOIt Up41-

Le terme Pg,nz,(Jnt2) correspond a la probabilité de manger deux gazelle a la suite pour la premiére fois aux n + 1-éme
et n + 2-éme repas en ayant commencé par manger une gazelle et un zébre aux repas numéro 1 et 2. Au troisiéme repas,
on se retrouve comme a la configuration précédente (avec un zébre en repas 1) et donc cela correspond la probabilité qu'a
partir du jour 1 le lion ait mangé pour la premiére fois deux gazelles de suite aux n — 1-éme et n-éme repas soit u,,.

On a Pg,ng,(Jnt2) = 0 car si il commence par manger deux gazelles, ce n'est pas aux repas n+ 1 et n+ 2 qu'il mangera
pour la premiére fois deux gazelles.

3. Les événements {Z1,G1 N Za, G1 N G2} forment un systéme complet d'événements de probabilités non nulles, on a d'aprés
la formules des probabilités totales :

Up42 = P(Jn+2) = P(Zl N Jn+2) + P(Gl NZyN Jn+2) + P(G1 NGy N Jn+2)
= P(Z1)Pz,(Jn+2) + P(G1 N Z2)Painz, (Jnt2) + P(G1 N G2)Paing, (Jn+2)

1 2
= gunJrl + §un +0
. , , . 1 2
On a donc bien démontré la relation attendue, pour tout n € N, n > 2, | tp42 = gun_l,_l + §un .
4
P =1, fuz = — et — —u; = — + 0 = —. Cette relati te d labl =1.
our n ona:us o e 3u2+9u1 27+ 5 ette relation reste donc valable pour n

Lycée Charles de Gaulle, Caen 10/12 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 6 Février 2025

1 2
2_Zy—2=0.0n adeux

4. |l s’agit d'une suite récurrence linéaire d'ordre 2, on résout I'équation caractéristique associée : r
3 9

1 2
racines : —3 et 3 Il existe donc (A, 1) € R? tels que :

1\" 2\"
Vn € N*, =A|—-= | .
ner =i (=) +u(3)
En utilisant les valeurs de u; et uy et en résolvant un systéme linéaire, on détermine les valeurs de \ et i et on obtient :
4 1\" 2/2\"
v N* ==-|—-= (=1 .
e w3 30))

5. Comme pour tout k € [1,n], les événements Jj sont disjoints, on a :
Jk>
n

n n
Sp=Y ug=3Y P(J)=P (
k=1 k=1
L'événement U Ji est "au cours des n repas, le lion mangera deux fois de suite une gazelle (au moins une fois)".
k=1
6. Soit n € N*, on a, en utilisant I'expression déterminée a la question 3.,

bl
s

A 1V o2& 2\
S, = 3 Z (3) +3 Z (5) par linéarité de la somme
k=1 k=1
4 1 H" - (3)"
= Z ( ) 2><2><1 )
BE 3 1+§ 337 1-3

< (- ¥
1 4 2\"
Z ~[(1-1(Z2
i (- <>)+3< ()
4 +1 1"
3 3 3\ 3)°
Comm 16] 11[t2€] 1,1, ona i 2n—Otl' 1n—Odn lim S, =1

L'événement "le lion mangera deux fois de suite une gazelle " est presque-siir (RDV au chapitre 21).

7. (a) Posons la fonction f définie sur R par f Zx On a pour tout z € R\ {1},
k=0
n
1!
3ot
1—-=z
k=0
1— n+1
La fonction est dérivable sur R car polynomiale et la fonction x — % est dérivable sur R\ {1} comme fraction

rationnelle. Dérivons I'égalité précédente pour z € R\ {1}, on a:

(1—x)? (1 —x)2 1—x (1—x)2

ikzxk—l _—(tha"(1l ) - (1—a™) x (=1) 1 (n+ Dan 2t
k=1

Appliquons la formule précédente pour z = p €] — 1, 1] et on obtient la relation attendue.

(b) Comme p€]—1,1[, lim p™*' =0 et par croissance comparée, lim (n+1)p™ =0, on en déduit par opérations sur
n—-+oo n—-+o0o

les limit 1 (n+1)p" Pt !
es limites que - - = :
R RSP 11—z (1-z)3? (1-p)?
n 1
En conclusion, ngl}rlooz kpt ! = (1_71))2

8. On a pour n € N*, par linéarité de la somme :
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D’aprés ce qui précéde cette suite converge et en utilisant la limite déterminée précédemment, on a :

li M, 4><—71><71 +2><2><7
1m n== ZxZ —
n—+o00 3 3 (1+%)2 3 3 2
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