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Corrigé du DM n°5

Exercice 1

1. (a) D’apreés I'énoncé, il fait beau le jour 1. Ainsi, .

(b) D’apres I'énoncé, s'il fait beau un jour donné, la probabilité qu'il fasse beau le lendemain est égale a —. Donc,

4

Pp,(Bpy1) = 5

Par ailleurs, s'il fait mauvais un jour donné, la probabilité qu'il fasse mauvais le lendemain est égale 3 —. Donc,

PE(Bn-H) =1-

3
5

(S0 \)

2. (a) D’aprés la formule des probabilités totales et en utilisant le systéme complet d'événements {B,,, B,,}, on a :
Unt+1 = P(Bnt1) = Pp, (Bnt1) X P(Bp) + PB_n(Bn+1) x P(B,)

= % xP(Bn)—i—gxP(B_n)

= gun + g’l)n

(b) On sait que v, = P(B,) =1— P(B,) = 1 — u,, donc,

3
un+1:gun+gvn

4 3
433
5" 5 5"

1 +3

— Uy, —

5 5

(c) On peut écrire la fonction suivante :

def calculsuite( n )
u= 1
for k in range(1,n)
u=(1/5)%u+3/5
return u

(G2 BN R CVRN SR

(d) La suite (uy,) est une suite arithmético-géométrique. On applique donc la méthode pour déterminer I'expression de u,,

en fonction de n. On a :
+3 4 3 3
T=-0+—- &= —rx=- < r=—
5 5 5 5 4
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()

3.(a)

- _ 3
On définit alors la suite (w,) par w, = u, — 1 Alors, pour tout n € N*,

3
Wn, = Un —
+1 = Un+1 4
1 n 3 3
= —Up Pp——
5 4
1 3
Uy — —
5 20
1 3
==\ Up — —
5 4
1
= =Wy,
5
P . 1 _ 3 3 1 . .
Donc, (wy,) est géométrique de raison 5 Son premier terme est wy; = uy — 1= 1-— 1= 1 Deés lors, pour tout n € N*,
o L 1 y 1 n—1
Wy = W == -
L 17 \5

Et donc, pour toutn > 1,

n—-+o0o n—-+oo

Ona li 0" 0 car = €] — 1;1[. D li 5
na lim (- =0car - € —1;1[. Donc,| lim u, = - |
5 5 "4
Cela signifie qu’au bout d'un temps suffisamment long, il fait beau environ trois jours sur quatre.

Soit n € N*. On procéde comme a la question 2.(a) en appliquant a nouveau la formule des probabilités totales au
systéme complet d'événements {B,,, B, },

— S 1 2
Un+1 = P(Bn) PBn, (Bn+1) + P (Bn) PE (Bn-i-l) =Up X = +Vp X =

En effet, en raisonnant comme a la question 1.(b), on a:

4 1
P, (Bui1) =1-Pp, (Bu) =1-¢ = ¢
En conclusion :
¥n € N* L 12
n Un = —Up —~
= z
. « . 4 3 o . 1 5 o |
Soit n € N*. On sait que U, 1 = = Un + 5Un d’aprés la question 2.(a) et que v,41 = = ln + =Un d'aprés la question

3.(a). Ainsi :

Xng1 = (Ungt1 Uny1) = (gun + FUn plun + g“n) = (un vn) (3§5 2§5)

4 1
3 2

Notons pour n € N*, P(n) la proposition : « X1 = X1 K" » et démontrons la par récurrence.

1
Posons K = v ( ) Alors on a, pour tout n € N*, X171 = X,, K.

Initialisation (n = 1) : La relation obtenue en 3.(b), X, +1 = X,,K appliquée pour n = 1 donne Xy = X; K donc
P(1) est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. Par hypothése de récurrence, on
sait que X, +1 = X1K". De plus, d'aprés la question 3.(b), on a X, 12 = X,,+1K donc en remplagant, il vient :

Xn+2 = Xn+1K = XlKnK = X1K7H_1

donc P(n + 1) est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.

Conclusion : D'apres le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n € N*, & savoir :

VREN*, XnJrl:XlKn
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(d)

a, b , N P
Pour tout n € N*, posons K" = ( " ”) D'une part, d'aprés ce qui précéde, on a :

Cn dn

X = XK= (0 )K= (o) (2 0) = (o )

D’autre part, d’apreés la question 2.(c), on a :

3 1 /1\" 1 1 /1\"
Xpp1 = (Un+1 Un-',—l) = (Un+1 1 _Un+1) = <Z + Z (g) Z - Z (g) )

Par identification, on obtient :
YA
=3 4\5 "1 a\5

Il reste & déterminer ¢, et d,,. L'astuce est de considérer la matrice ligne X, o :

Xpio= X1 K" = (X1 K)K™ = X K"

) 4 3 1
Or, d'aprés la question 2.(b), on a uz = —u; + —v1 = = doncve =1 —ug = 5 Par conséquent :

4
5 5 5
<3+1 NN"™ 1 1/1 > (g 1) (an bn)
4 4 \5 4 4\5 5 5)\cn dn
3,1 NN 11 3 R T
17 1\5 171 “\5TE 5T

o] =

4 1.3 1 1\ " R PR S B 1\"*
5T E T 1T I\ T EM T T \5
Or: ) .
43 1(I\"_3_ 1\"" A S S A AR 1\"*
m=5T5\5) 57 \5 "T5 5\5) "5 \5
D'ou :

; )
et

1 1 1/1

gdnzz@

En multipliant membre & membre par 5 , il vient :

=120« e-ini())
B -4
() i)

OnaU,=BiNByN...NB,. D'aprés la formule des probabilités composées :

En conclusion :

Jr
VneN" K" =

1
4
i +
4

=W e lw

P (Un) = P (Bl) X PB1 (BQ) X PBlﬁBz (BB) X ... X PBlﬁBzﬁ...ﬁBn71 (Bn)

D’aprés I'énoncé, le temps qu'il fait un certain jour dépend uniquement du temps qu'il fait la veille donc :

Pp,nB, (B3) = P, (B3)
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PBmBzm..an,l (Bn) = PBn,l (Bn)
Ainsi :
4 n—1
P(U,) =P (B1) X Pp, (B2) x Pg, (B3) X...x Pp,_, (Bp) =1x <—)

cocantson P10 = ()"

(b) V,, est donc I'événement « il fait beau au plus une fois lors des n premiers jours de la période considérée ». Puisqu'il

fait beau le premier jour, V,, est I'événement « il fait beau le premier jour et mauvais tous les autres jours lors des n
premiers jours de la période considérée ». Autrement dit :

V,=BiNBsN...NB,

En utilisant les mémes arguments que ceux de la question précédente, on obtient :

P (V) = P(B1) x Py, (Bz) x Py (Bs) x...me(B_n)zlxéx <§> B

n—2
Enfin, on a P (V,,) =1 — P (V,). En conclusion : [P (Vo)=1- ! <2> }
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Probleme 1

Partie |
1. Ona:
P(L) =021, P(H)=034, P(S)=045 P(J)=045 PL(N)=06, Py(J)=04,
Ps(J) =045, Ps(N) = 0.55.
2. On cherche P(L N J), d'aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(LNJ)=P(L)Py(J) =0.21 x 0.4 = 0.084.

La probabilité que I'éléve ait suivi la spécialité LLCE et ait offert un jeu de société est de 0.84.
3.(a) Les événements {H, S, L} forme un systéme complet d'événements donc, d'aprés la formule des probabilités totales, on
a:
P(N) = P(H)Pu(N) + P(S)Ps(N) + P(L)PL(N)
0.55 = 0.34x 4+ 0.45 x 0.55 + 0.21 x 0.6
0.55 = 0.34x + 0.2475 + 0.126
0.55 = 0.34x 4+ 0.3735

(b) On résout cette équation de degré 1 et on obtient 0.34z = 0.1765 soit x ~ 0.52.
4. On cherche Py(H). D'aprés la formule de Bayes, on a :

P(H)Pg(N)  0.34 % 0.52

Pr(H) = P(N) 055

~ 0.32.

La probabilité que I'éléve ait suivi la spécialité HGGSP sachant qu'il a offert de la nourriture est de 0.32.
Partie 2

1. On a car une seule personne s’offre forcément son cadeau. Donc .

On a car elles doivent s’échanger leur cadeau pour ne pas avoir le leur. Comme il y a deux configurations possibles

. . 1
pour offrir un cadeau et une seule ol on ne recoit pas son propre cadeau, on a H.

Ona carsoit A— > B—>C— > Aou A— >C— > B— > A. Il y a 6 configurations possibles au total. En effet,
A posséde trois choix pour son cadeau et B deux choix et C' un seul. Parmi ces configurations, seulement 2 permettent de

. 2 1
ne pas recevoir son propre cadeau, on a donc|az = -~ = - |.
6 3

2. Le nombre de configurations possibles d'échange de cadeaux est n! car A; a n choix possibles, As a (n — 1) choix, A3 a
(n—2) choix et ... A,, n'a plus qu'un choix. De plus, il y a d,, configurations ol personne ne recoit son propre cadeau, ainsi
dn,
Gy = —.
n!

3.(a) SoitneN,n>2,0na:

Unt+1 = dpy1 — (n+ 1)d,
= n(dy + dyr) — (n+1)dy
=nd,, +nd,—1 —nd, —d,
= —(dn — ndp-1).

La suite (un)n>2 est donc géométrique de raison ¢ = —1 et ug = dp — d; = 1.

(b) On en déduit I'expression de u,. On a pour n > 2,
Uy = (=1)""2=(=1)" car (-1)"2=1.

Ainsi pour n > 2, d,, = nd,,—1 + (—=1)".

n
B!

4. On pose pour n € N*, P(n) : « d,, = Z(—l) >
k=0 ’
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1
1! 1 1!
Initialisation (n=1) Onad; =0et E (fl)kg =0 + (fl)ﬁ =1-1=0. Ainsi
P ! ! !

1

dy = Z(_l)k%'

k=0
P(1) est vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit n € N*. On suppose P(n) vraie et on montre que P(n + 1) est vraie.
D'apres la question précédente, on sait que pour n > 2, d,, = nd,,—1 + (=1)". Oricin > 1 doncn+1 > 2, ainsi :

dpi1 = (n+1)d, + (—=1)"

n |
kn.

=n+1)) (1) pl (—1)"*t  d'aprés I'hypothése de récurrence
k=0 '
- +1)! (n+1)!
— -1 k n 1 n+1
kzzo( ) k! +(=1) (n+1)!
n+1
P k!

P(n+ 1) est donc vraie et la propriété est héréditaire.
n
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que pour toutn > 1, d,, = Z(—l) —.

5. On sait que a, = —7: on a donc pour n € N*,
mn.
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