ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 4 Novembre 2024

Corrigé du DM n° 4

Probléme 1

1.(a) OnaV(a,b) € R?
cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et  sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).
(b) Pour tout t € R,
cos(2t) = cos(t + t) = cos(t) cos(t) — sin(t) sin(t) = cos?(t) — sin?(t).
Puis, comme cos?(t) + sin®(t) = 1, il vient :
cos(2t) = cos®(t) — (1 — cos?(t)) = 2cos®(t) — 1.

Enfin,
sin(2t) = sin(t 4 t) = cos(t) sin(t) + sin(t) cos(t) = 2 cos(t) sin(t).
(c) La fonction sin est dérivable en 0 donc :

sin(t) —sin(0)  sin(t) o
t—0 =— 5,8 (0) =cos(0) = 1.

2.(a) Soit n € N, on a, en utilisant la formule pour sin(2t) démontrée a la question 1.(b) :

. z T . T 1 . T 1
Un4+1 = Up41S1 (ﬁ) = Uy COS (ﬁ) S (W) = §Un S (2@) = 5’1)71

1
La suite (vp),, est donc [géométrique de raison 5]

(b) La suite (vy,), étant géométrique, on a pour tout n € N,

—— (%)n — upsin(x) (%)n — cos(x) sin(z) (%)n

En utilisant de nouveau la question 1.(b), on obtient :

1 1\"
Un =g sin(2x) (5) .

. (T
Donc, comme pour tout n € N, sin (2—n) #0,0na:

=t PR s (3)"
Coin(gE)  sn(E) 2 sin(y)

Ainsi, pour tout n € N, ELH =
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(c) Comme

De plus lim sin(v) = 1 d'apres la question 1 .(c), donc lim L = 1 donc par composition
u—0 U u—0 sin(u)
1 n
(L
lim i =1.

e Sin ()

sin(2z) @ (3)"

2r  sin ()

in(2
Or pour tout n € N, u,, = ,on en déduit que [Un . sin( x)J

n—-+oo 2x

Lycée Charles de Gaulle, Caen 1/4 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 4 Novembre 2024

3.(a) Pour tout n € N, on pose P(n): « a, > 0etb, >0 ».

T 1 :
Initialisation Pour n =0,onaay=1>0et by = —— > 0 car z €]0, z[, donc P(0) est vraie.
cos(x) 2
Hérédité Soit n € N. On suppose P(n) vraie au rang n, montrons que P(n + 1) est vraie.
an, +b

5 " > 0 car, par hypothése de récurrence, a,, > 0 et b, > 0.

Par définition, a,11 =

Par suite, an41b, > 0 et donc by, 11 est bien défini et on a b,11 = \/an4+1bn > 0. Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, a,, > 0 et b, > 0.
(b) Soit n € N,

ay + by,

— Gp41 VOn+1
bn+1_an+1 =V an+1bn_an+1 an-i—l ( RV an+1) Van+1 ( =
\/ +\/an+1 \/bn+\/an+1

On a donc Vn € N, Enﬂ — Gpt1 = (\/_” j_nH ) (bn an)J.
AV An+41

(c) Pour tout n € N, on pose P(n) : « an < by, ».

Initialisation Pour n =0, on a x €]0, g [ donc cos(z) < 1 et by = > 1 = ag, donc P(0) est vraie.

1
os(z)
Hérédité Soit n € N. On suppose P(n) vraie et on veut montrer que P(n + 1) I'est aussi.

D’apreés la question précédente,
2 (Vbn + ant1

bn+1 — Qp+1 =

)( an)-

N
2 (Vo + v/ami1)

> 0 d'aprés la question 3.(b) et b,, — a,, > 0 par hypothése de récurrence, donc

bn+1 — Apit1 > 0ie. bn+1 > Qpy1-

Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, b, > a,.
(d) Soit n € N,
vV On+1 o

1 \/m
2(Von + \fans1) 2

\/ An+41

ﬁ

Or /b, > 0 donc ———— Aot < 1 donc Vin+l < l
Vo At 2 (Von a2

1

(bn _

Comme b,, — a,, > 0, d'aprés la question 3.(c)., on a en conclut que Vn € N, | b, 11 — ant1 < = (bp — an)J.

2

(e) Récurrence a rédiger

(f) Commencons par étudier la monotonie des suites (an), et (by)n. Soit n € N,

an+bn bn*an
Ap+4+1 — Ap = — an =

2 2

d'aprés la question 3.(c) donc la suite (an),,~, est .

Soitn €N, on a:

>0

bn+1 - bn - anJrlbn - bn - \/ (\/ An4+1 — \/ )
= \/bnM en multipliant par la quantité conjuguée
vV On+1 + \/E
Vbn
= ————— (ant1 —bn)
vV An+1 + \/E
Vbn (an + bn )
= b,
vV On+1 + \/E 2
_ \/E ap — bn
Vanit + Vb 2

2
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by, . ) "
Or ———— >0eta, —b, <0daprés la question 3.(c) donc la suite (b est | décroissante |.
Vant1 + Vb, o P d (c) (bn) 0

Enfin d'aprés la question précédente :

1\ "
anNv Ogbnan<<§> (b()*a())a

1 n
donc comme lim <§) =0, on a, d'apreés le théoreme d'encadrement, { lim b, —a, = 0}

n—-+oo n—-+o0o

Ainsi, les suites (a,,) et (b,) sont .

D’aprés le théoréme des suites adjacentes, elles (convergent donc vers une limite commune Ej.

(g) Pour tout n € N, on pose

Pn): ap= #cos (i) et b, = (CO:W.

Initialisation Pour n =0, on a

Uo

U0 es(E) = w 11—
(cos(z))? (20) (cos(z))? 1 =ap
et
up  cos(x) I "

(cos(x))2  (cos(z))?  cos(z)
donc P(0) est vraie.

Hérédité Soit n € N. On suppose P(n) vraie. Montrons que P(n + 1) I'est aussi. On a :

G + by, ( x ) Up, ST . B}
= = ——— | d'aprés |I'"hypothése de récurrence
(n 1 < (cos(z o) * (cos(x))? Pr P et

1
T2
= S (v (COS( )“))
= sz ( (2n+1)) d'apres la question 1.(b) avec t = an+1
(cos(x 2 €08 (

- (<;$(5)2 o8 (2:;1)

Uy, COS (

2"Jr
2 2n+1

Par suite,

unJrl € Un,
b1 = Van1bn cos (577 )
T Vilndt \/ (cos(z 271/ (cos(z))?

_ \/un+1un cos (Qfﬁ)
(cos(x))?

(un+1)2
(cos(x))*

Un+1 Un+1

(cos(x))? (cos(a))? ~

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion D'aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.
(h) Par définition, b, — £. Or pour tout n € N,
n—

+oo
U, sin(2x) _ 2sin(z) cos(x) _ sin(x) _ tan(z)
bn = (cos(x))? n > teo 2x(cos(x))? 2x(cos(x))? x cos(x) x
tan(zx) .

Ainsi, par unicité de la limite, | £ =

X
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(i) La suite (b)), est décroissante et converge vers £ donc pour tout n € N,
bp,>¢ donc 0<b, "~
D'autre part la suite (an),,~ est croissante et converge vers £, donc pour tout n € N,

anp <ldonc —a, >—¢ et b,—0<b,—a,

Ainsi ¥n € N, (0 < by — £ < by — a, ).

(j) Bonus Soit p € N. D'aprés la question précédente et la question 3.(e), comme n? > 0 :

1

0<n? (b, —20) <nP (b, —ay) <nP (5) (bo — ao)

1\" nP .
Or lim n? (= = lim — = 0 par croissance comparée.
n—+4oo 2 n——4oo 21

—+o0

Ainsi d’aprés le théoréme d’'encadrement, Vp € N, [ lim n? (b, —¢) = 0}
n—

La suite (b,),>, converge donc vers sa limite plus vite que n” ne tend vers +o0o, et ce quel que soit p € N, donc la

suite (bn),>0 [converge rapidement vers sa Iimite].

=
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