ECG1, mathématiques Devoir maison n°4 A rendre pour le vendredi 28 novembre 2025

Devoir maison n° 4

Ce devoir comprend deux exercices et un probléme.

Exercice 1 Factorisation de polynémes

Pour tout = € R, on considére le polynéme P(z) = 6z* + 72® — 32% — 32 + 1.
1. Déterminer une racine évidente de P.
2. Factoriser au maximum le polynéme P

3. Résoudre l'inéquation suivante :
(I) 6e** + 7e** —3e” —3+e * <0.

Exercice 2

Soit (un),cn- €t (Un),cy- les suites définies par :

Vn € N, un:i% et vnisin<%)

k=1 k=1
. 1
1. Montrer que la suite (u,), . coOnverge vers —.
2. On considére les trois fonctions suivantes :
Iy R — R g R — RQ I R — R ,
: ) , : T : T .
r > z—sin(z) T = 1+ cos(x) x — —x+ 5 + sin(x)

(a) En étudiant les variations de chacune de ces fonctions, montrer qu’elles prennent uniquement des valeurs positives ou
nulles sur I'intervalle [0, +o0[.
n
(b) Justifier que pour tout entier naturel n non nul, Z k< nt.
k=1
(c) Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel n non nul :

(d) Conclure que la suite (v,),cy. converge et déterminer sa limite.
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Probleme 1

Partie A : Soient deux réels a > 0 et b > 0. On définit (un)n>0 et (vn)n>0 par ug = a,vy = b et

1
Vn €N, Upt1 = /UpUp €t Upp1 = 3 (up, + vp) .

1. Montrer que : Vn € N, u,, > 0 et v, > 0.

r+y

2. (a) Montrer que : Vo € R, Vy € RY, /oy < 5

Montrer que : Vn € N*, u,, < v,,.
Montrer que la suite (uy),~, est croissante, et que la suite (v,), -, est décroissante.

)
)
b) En déduire que (un),,5q et (vn), > convergent et qu’elles ont la méme limite. On notera M (a, b) leur limite commune.
) Justifier que uy < M(a,b) < v;.

)

En déduire que

(Va— VD

0< M(a,b) —Vab < 5

(c) Déterminer alors la valeur de M(a,b) dans le cas ou a = b.

Partie B : Soient trois réels a > 0,b > 0 et A > 0.

1. Dans cette question, on considere les quatre suites (un),, 5o €t (Vn), 0, (U5,), 50 €t (v;,),,5o définies

n

Uy, + Up,
Un+1 = 4/ UnUn et Un+1 a5

/ /

u, + v

/ = ! ! / —n ' 'n
Uyl =V UpUp et Un+1 5

up =a,vo =b, uy =b,v) =a et VYn €N,

(a) Montrer que, pour tout n € N*, ul, = u,, et v/, = v,.
(b) En déduire que M (b,a) = M(a,b).

2. Dans cette question, on considére les quatre suites (un),5q €t (Un), 50 (Un,), 0 €t (V),),5 définies

Uy, + Up,
Un+1 = A/ UnUn et Uny1 = — 75—

up =a, vo = b, uy = Aa, vy, =Ab et VYn €N, /%/
! _ A} et / un vn
un-l—l - unvn Un-i—l - 2

(a) Montrer que, pour tout n € N, u,, = Au, et v, = Av,,.

(b) En déduire I'expression de M (Aa, A\b) en fonction de M (a,b).

11
3. A l'aide des deux questions précédentes, déterminer |'expression de M (—, 5) en fonction de M (a,b).
a
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