ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 3 Novembre 2025

Corrigé du Devoir maison n°3

Probleme 1

01 0
1. P? = I5. Ainsi, on a P x P? = I3 donc la matrice P est inversible d'inverse P! =P2 =0 0 1
1 00
2. Ona:
01 0 1 00 0 0 1
P'AP=(0 0 1]{0 1 2]|1 0 0
1 00 2 0 1 10
0 1 2 0 0 1
=12 0 1 1 00
1 00 010
1 20
=10 1 2| =1L
0 0 1

On a bien |P~'AP =L |

3. (a) Montrons le résultat par récurrence et pour tout n € N, notons P(n) la proposition : « P~'A"P = L" » .

Initialisation (n =0) :

L'=1 et P'AP=pP'IP=P'P=1
donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
L' =1"x L
=P 'A"Px P71AP
= P 'A"TAP
=ptAantip
donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n dans N, a savoir :

L"=ptAp
(b) Ona:
1 20 1 0 0 0 2 0
J=L-I=|0 1 2|—-l0 1 0o]l={0 0 2
0 0 1 0 0 1 00 0
Ainsi,
02 0\ /0 2 0 0 0 4
J2 =0 0o 2](0o o 2 00 0
0 0 0/ \0O 0O 000
0 2 0\ /0 0 4 000
J=(o o 2](o o o]=|0 0 0] =0s.
00 0/ \o 0O 000
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(c) Montrons le résultat par récurrence et pour tout n € N\ {0,1}, posons P(n) : « L™ =1+nJ + n(nT)JQ >.

Initialisation (n =2)Ona L*=(I+J)?* =T+ J)x (I+J) =+ J+J+J*=1+2J + J>

2(2 -1
OrI+2J+¥J2:I+2J+J2. On a donc bien

LP=T1+2J+J%

Ainsi P(2) est vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit n > 2. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

L =LxL"

nn—1) , . )

=I+J)x{T+nd+ TJ par hypothése de récurrence
-1 -1

:I+nJ+%J2+J+nJ2+%J2

-1 2
I+(n+1)J+<%+§)J2 car J? = 03

1
=T+(n+1)J+ %J?

Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n > 2,

A savoir : )
L”=1+nJ+”(”2 ) 2
(d) Ona:
1 0 0 0 2 0 n(n—1) 0 0 4
L"=10 1 0]+4+n|0 O 2|+ > 0 0 O

0 0 1 0 0O 0 0 O
1 00 0 2n O 0 0 2n(n—1)

=10 1 0|J+{0 O 2n|+{0 O 0
0 0 1 0 0 O 0 0 0
1 2n 2n(n-1)

=10 1 2n
0 0 1

Pour n = 0, on vérifie que la formule obtenue donne bien I3 et pour n = 1, on vérifie que la formule obtenue donne
bien L.

(e) Des lors :

A" = PL™Q
0 0 1 1 2n 2n(n-—1) 01 0
=11 0 O 0 1 2n 0 0 1
01 0/ \0 O 1 1 00
0 0 1 01 0
=11 2n 2n(n-1) 0 01
0 1 2n 1 0 0
1 0 O
=|2n(n—-1) 1 2n
2n 0 1

4. (a) La suite (un)nen est une suite constante égale a 1. Pour tout n € N, on a .

Lycée Charles de Gaulle, Caen 2/4 (© M. Fontaine



ECG1, mathématiques Corrigé du DM n° 3 Novembre 2025

(b) Ona:
1 0 0 1
AX, =10 1 2 Up
2 01 W,
1
= | v, + 2w,
24wy,
1
= Un+1
Wn+1
- n4+1-

(c) Montrons le résultat par récurrence et pour tout n € N*, notons P(n) la proposition : « X, = A" 71X » .
Initialisation (n =1) :
AVX =1X, =X,
donc P(1) est vraie.
Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
Xn+1 = AX,
=Ax A"IX,
=A"X,

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n dans N*, a savoir :

X, =A""1X;.
(d) Ona:
1
o | =Xn=A"1X
Wn
1 0 0 1
=(2(n—-1)(n—-2) 1 2(n-1) 0
2n—1) 0 1 2
1
=[2n-1)(n—-2)+4(n—-1)
2n—1)+2
1
=[2n(n-1)
2n

On a donc bien pour tout n > 1, |v, = 2n(n — 1) | et .
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Exercice 1

1. Calculons cette somme double :

Z (%‘%‘*%‘yz =

1<i,5<n

n
Z TiY; — fE]yl

2 2
((l’iyj) — 2xy550 + (2514) )

n n
szyj - QZZ%%%% ZZ xjyz

NIE

s
Il
-
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M=
M=

@
Il
i

.
Il
-

M=
M:

=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n o n

2,2
g g Yy — 2 g TiYi E Ty + g g :c
=1 j=1 =1 j=1

n

zn:ac Zy Qleylijyj-i-Zyzjz:m

i=1 7j=1

n n

S ui QZwkykzwkyk+ZykZ$k
k=1 k=1 k=1 k=1

On a bien obtenu I'égalité demandée.

1<7,,_]<n

2. En tant que somme de nombres positifs ou nuls, (xiy; — Ziji)Q > ﬂ

3. Les deux questions précédentes assurent que

(5959 (50 >

En divisant par 2 > 0, on a donc :

Or ces deux nombres sont positifs, donc par croissance de la fonction carré sur R on a :

On a donc bien montré I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(&) <(E4) (57)

(En) () (B

n
Z TrYk| <
k=1

par linéarité de la somme
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